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波動方程式の係数同定問題に対する
H2勾配法のパラメータ選択について

Parameter choice of H2 gradient method
to the coefficient identification problem in linear wave equation.
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The purpose of this research is to produce the numerical method based on the H1 gradient method for the
problem of Lamé coefficients identification in a linear elastic wave equation. Our inverse problem is to
idenfity the unknown Lamé coefficients from the measured displacement and strain on inner domain of the
elastic body. In order to solve numerically our inverse problem, we propose the iteration method based on
topology optimization of a density type. The direct and inverse problem of the density type are introduced
by using the density type Lamé coefficients which are defined as the composition of the given sigmoid and
unknown control functions. The unknown coeffieints are identified approximately by finding the control
functions. We introduce a cost functional with control functions by using given measured data, and then, a
unconstrained minimizing problem is produced. We apply the H2 gradient method with two parameters to
solving our minimizing problem. By numerical experiments, we invesitigate the influence of the choice of
two parameters in our method on the identified coefficients.
Key Words : Coefficients identification, Linear elastic wave equation, Toplogy optimization, H2 gra-

dient method

1. はじめに
本研究では，波動方程式の係数同定問題に対する数
値解法について考察する．著者は，スカラー波動方程
式，線形弾性波動方程式の係数同定問題 [1,2]，そして
実用問題である鉄とコンクリートの合成梁に対する欠
陥同定問題 [3]に対して，一定精度で同定可能な数値解
法を研究・開発してきた．これらの研究では，変分法的
定式化により元の係数同定問題を観測データを用いた
制約条件付き最小化問題へと変換し，その問題を数値
的に解くための射影勾配法を用いたアルゴリズムを導
出，そして数値実験により一定精度で同定可能である
ことを示した．一方，観測データに確率的な誤差が含
まれている場合やモデル化誤差が含まれる実測データ
に対しては，安定かつ一定精度の数値解を得ることが
できす，実用問題への適用に課題を残す結果となった．
一方，著者は，機械部品等の数理的設計分野で近年
盛んに研究されている密度型位相最適化問題 [4]に対し
て研究を実施し，高精度解法と多倍長計算環境の組み
合わせによる高精度手法を提案した [5]．密度型位相最
適化問題の数理モデルは，適当に滑らかな関数を係数
とする偏微分方程式に対する係数同定問題として表さ
れる．そのため，離散化・丸め誤差の影響により，最急
降下法などの非線形計画法を適用すると数値不安定現
象が発生する．この問題に対して畔上は，数値的に安定
かつ理論的にも一定の裏付けを持った H1勾配法を開発
した [6]．そこで著者は，1次元波動型方程式の係数同
定問題に対して H1勾配法を拡張した H2勾配法を開発
し，確率的な観測誤差が含まれる場合についても，安定

かつ一定精度で同定可能なことを示した [7]．さらに開
発手法を，スカラー波動方程式の係数同定問題，内部
変位データを伴った線形弾性波動方程式のラメ係数同
定問題へ応用し，一定の成果を得ることができた [8,9]．
しかし，内部変位データのみでは，境界観測データを
加えた場合でも，係数関数によっては十分な精度が得
られないことも明らかとなった [10]．
そこで本研究では，内部変位データとともに内部歪
みデータが与えられた場合の線形弾性波動方程式に対
するラメ係数同定問題について考察する．ここで弾性
体 Ω は，線形かつ等方的であると仮定する．さらに，
Ω ⊂ Rn (n = 2, 3)を有界なリプシッツ領域 [11]とする．
u = (u1, · · · , um)Tを変位ベクトル，ε(u) = (εi j)をひずみ
テンソル，σλ,µ(u) = (σi j)を応力テンソルする．変位–
ひずみの関係式，応力–ひずみの関係式は，それぞれ次
が成り立っているとする．

ε(u) =
1
2

(∇u + ∇uT) ,

σλ,µ(u) = 2µε(u) + λ tr ε(u)In .

ここで，∇u = (ui, j)，‘, j’は ∂/∂x j，‘tr’は行列のトレー
ス，In は n次単位行列であり，λ, µはラメの弾性係数
である．このとき，支配方程式および初期値・境界値
は，次のとおりに与えられていると仮定する．

ρ∂2
t u = ∇Tσλ,µ(u) + f in Ω × (0, T ) ,

u(0) = u0, ∂tu(0) = v0 in Ω ,
u = g on ∂Ω × (0, T ) .

(1)
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ここで ∂t := ∂/∂t である．また，u0 ∈ H1(Ω; Rn)，
v0 ∈ H1(Ω; Rn)，g ∈ C([0, T ]; H1/2(∂Ω;Rn))， f ∈
C([0, T ]; L2(Ω;Rn)) は与えられた関数である．また，
ρ ∈ L∞(Ω) は密度，T > 0 は観測時間の長さである．
ラメの弾性係数 λ, µ ∈ L∞(Ω)は，場所にのみ依存する
とし，

0 < C(1)
λ ≤ λ(x) ≤ C(2)

λ , 0 < C(1)
µ ≤ µ(x) ≤ C(2)

µ (2)

を満たすものとする．ただし，C(ℓ)
λ ,C

(ℓ)
µ (ℓ = 1, 2)は与

えられた正定数である．このとき，与えられた関数に
対して境界付近に一定の状況を課し，領域および境界
に関しても制約を課すことで，(1)の適切性は理論的に
保証される．
弾性波動場における逆問題については，様々な問題
が考察されており，それらに対する数値解法について
も研究されている [12,13]．本研究では，次のような内
部観測データが与えられているラメ係数同定問題を対
象とする．ω ⊆ Ωを与えられた部分領域とし，内部観
測 u ∈ C([0, T ]; H1(ω; Rn))が，関数値だけではなく ∇u
も含めて与えられているとする．このとき，次の係数
同定問題を考察する．
ラメ係数同定問題
内部観測 u = u|ω×(0,T )，∇u = ∇u|ω×(0,T )よりラメ弾性係
数関数 λ(x), µ(x)を同定せよ．
内部変位データによるラメ係数同定問題に対する数
値解法として，著者は H1型解法を応用した H2勾配法
を開発した [14]．その H2 勾配法では，H2 内積を基礎
としたパラメータ付きの双一次形式を用いた方程式を
解くことで探索方向を決定している．本研究では，そ
のパラメータ選択の影響について数値実験により検証
し，計算手法の高精度化および高速化の可能性につい
て考察する．

2. H2 勾配法によるラメ係数同定
本研究で用いる密度型位相最適化は，完備な内積空
間，すなわちヒルベルト空間上での勾配法を基礎とし
ていることが多い．また密度型位相最適化では，材料
分布を表す係数関数そのものを用いて最適化するので
はなく，ヒルベルト空間に属する関数により制御され
る係数関数を定義し，制御関数を最適化することで材
料分布を求めている．そこで本研究における係数関数
は，ヒルベルト空間 H2(Ω)に属する制御関数を用いて
密度型係数関数を定義し，制御関数に対する最小化問
題を解くことにより，係数関数の近似を得ることを考
える．なお H2(Ω)は，連続関数空間 C0(Ω)に連続的に
埋め込まれるソボレフ空間である [15]．また密度型位
相最適化では，制御関数は設計変数と呼ばれることが
多いため，本論文でもその表現を用いる．
ϕλ, ϕµ ∈ C1

B(R)を

0 ≤ ϕλ(ξ) ≤ 1, ∀ξ ∈ R, 0 ≤ ϕµ(ζ) ≤ 1, ∀ζ ∈ R

を満たす関数とする．ここで，C1
B(R)は，Rを定義域と

する 1階導関数まで連続かつ有界な関数全体の集合で
ある．このとき，設計変数関数 θ, ζ ∈ H2(Ω)を用いて，

密度型ラメ係数関数を次のとおりに定義する．

λ̃(θ) = (C(2)
λ −C(1)

λ )ϕλ(θ(x)) +C(1)
λ ,

µ̃(ζ) = (C(2)
µ −C(1)

µ )ϕµ(ζ(x)) +C(1)
µ .

導入された密度型ラメ係数は，̃λ, µ̃ ∈ C0(Ω) ⊂ L∞(Ω)で
あり，制約条件 (2)を満たす．
密度型ラメ係数関数を用いて，元の係数同定問題を
次のとおりに密度型へと変換する．
密度型ラメ係数同定問題
内部観測 u = u|ω×(0,T )，∇u = ∇u|ω×(0,T ) より，θ, ζ ∈
H2(Ω)を同定せよ．
この問題は，元の問題と違い，属する関数空間以外に
制約条件が課されていない．
密度型逆問題を解くため，次の汎関数を導入する．

J(θ, ζ) = J̃(̃λ(θ), µ̃(ζ))

:=
∫ T

0
∥u[̃λ(θ), µ̃(ζ)](t) − u(t)∥2H1(Ω;Rn) dt .

u[̃λ(θ), µ̃(ζ)]は，ラメ係数関数 λ̃(θ), µ̃(ζ)が与えられた
ときの (1)の解である．汎関数 J の最小化関数により，
設計変数 θ，ζを同定する．最小化関数を同定する方法
として，抽象勾配法を用いる．そのため，汎関数 J の
汎導関数が必要となる．
汎関数 J の汎導関数は，次のとおりに求めることが
できる．〈
∂J
∂θ

(θ, ζ), φ
〉

=
1

|||u|||2ω×(0,T )

∫ T

0

u′ dλ̃
dθ

φ, 0
 , 2(u − u)


H1

dt, φ ∈ H2(Ω),〈
∂J
∂ζ

(θ, ζ), ψ
〉

=
1

|||u|||2ω×(0,T )

∫ T

0

(
u′

[
0,

dµ̃
dζ

ψ

]
, 2(u − u)

)
H1

dt, ψ ∈ H2(Ω).

ここで，u′[φ, ψ]は次の方程式の解である．

ρ∂2
t u′ = ∇Tσλ̃,̃µ(u′)

+∇Tσφ,ψ(u[̃λ(θ), µ̃(ζ)]) in Ω × (0, T ),
ε(u′) = (∇u′ + ∇u′T)/2 in Ω × (0, T ),
σλ̃,̃µ(u′) = 2µ̃(ζ)ε(u′) + λ̃(θ)tr ε(u′)In in Ω × (0, T ),
u′(0) = ∂tu′(0) = 0 in Ω,
u′ = 0 on ∂Ω × (0, T ).

(3)
また，

|||u|||2ω×(0,T ) :=
∫ T

0
∥u(t)∥2H1(ω;Rn) dt

である．未知の設計変数関数を，次の反復プロセスに
より同定する．(

θℓ+1

ζℓ+1

)
=

(
θℓ
ζℓ

)
+ ϵℓ

(
sℓθ/∥sℓθ∥H2

sℓζ/∥sℓζ∥H2

)
(ℓ = 0, 1, 2, . . . . . .).
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ここで ϵℓ > 0は適切に与えられた探索の幅である．探
索方向 sℓθ, sℓζ は，次の方程式を解くことで得る．

aθ(sθ, φ) = −
〈
∂J
∂θ
, φ

〉
, ∀φ ∈ H2(Ω),

aζ(sζ , ψ) = −
〈
∂J
∂ζ
, ψ

〉
, ∀ψ ∈ H2(Ω).

aθ(·, ·), aζ(·, ·)は，H2内積を基礎として次のとおりに定
義する．

aθ(sθ, φ) = α(∇2sθ, ∇2φ)L2 + β(∇sθ, ∇φ)L2 + (sθ, φ)L2 ,

aζ(sζ , ψ) = α(∇2sζ , ∇2ψ)L2 + β(∇sζ , ∇ψ)L2 + (sζ , ψ)L2 .

ここでα，βは，与えられた正定数である．aθ(·, ·), aζ(·, ·)
は，H2(Ω)における対称，有界かつ強圧的な双一次形
式となることから，探索方向 sℓθ, sℓζ は一意に定めること
ができる．これら双一次形式による方程式を解くこと
で各ステップで探索方向を定め，更新することで設計
変数を同定し，それにより未知のラメ係数関数の近似
を求める．

3. 数値実験
数値実験により提案手法の有効性を検証するととも
に，双一次形式内のパラメータ α，βの同定精度および
収束性への影響を検証する．
Ω = (0, 1) × (0, 1)とし，真のラメ係数関数は，以下
のとおりとする (図 1)．

λ(x1, x2) =


0.576923(cos(7πr(x1, x2)) + 2.0)

(r1(x1, x2) < 1/7 or r2(x1, x2) < 1/7)
0.576923 (その他)

µ(x1, x2) =


0.384615(cos(7πr(x1, x2)) + 2.0)

(r1(x1, x2) < 1/7 or r2(x1, x2 < 1/7)
0.384615 (その他)

ただし，

r1(x1, x2) = (x1 − 0.3)2 + (x2 − 0.3)2,

r2(x1, x2) = (x1 − 0.7)2 + (x2 − 0.7)2

である．また，C(1)
λ = 0.24519, C(2)

λ = 1.75962, C(1)
µ =

0.163462, C(2)
µ = 1.17308とする．

図–1 真のラメ係数関数 λ, µ

線形弾性波動方程式に対する解を

u1(x1, x2, t) = 10−5 cos π(x1 + 2x2 − t),

u2(x1, x2, t) = 10−5 sin π(x1 + 2x2 − t)

と仮定し，境界条件，ソース項関数，初期値関数，初
速度関数を構成する．T = 1.75とし，観測データに 1.0
%の正規乱数による誤差を加えたものを使用する．線
形弾性波動方程式 (1), (3)の初期値境界値問題を解く方
法して，空間方向は 3角形 2次要素（要素数 1152）を
用いた有限要素法，時間方向はニューマーク法（平均
加速度法）を用いる．また探索方向の計算には，3 角
形 2次要素（要素数 392）分割における基底関数を用い
たガラーキン法を使用する．それらを実装するために
FreeFEM (バージョン 4.14)[16]を用い，さらに探索の
幅を求める方法はアルミホの基準 [17]を採用する．密
度型係数に用いる関数 ϕλ，ϕµ には，シグモイド関数

ϕλ(s) = ϕµ(s) =
tanh s + 1

2

を採用する．反復の終了条件は，J(θℓ, ζℓ) < 10−3とする．
選択 1 (α, β) = (1.0, 1.0)，選択 2 (α, β) = (1.0 ×

10−8, 1.0 × 10−1)，選択 3 (α, β) = (1.0 × 10−2, 1.0 × 10−8)
としたときの同定結果は，それぞれ図 2，3，4のとお
りである．また，それぞれの汎関数値グラフは 5のと
おりである．

図–2 選択 1：同定結果 λ400，µ400

図–3 選択 2：同定結果 λ131，µ131

図–4 選択 3：同定結果 λ16，µ16
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図–5 汎関数 J

選択 2は 131ステップ，選択 3は 16ステップで終了
条件も満たした．一方，選択 1については 400ステッ
プの反復計算を実施したが，終了条件を満たすことが
なかった．終了条件を満たしたステップ数，すなわち
最も高速であったのは選択 3であったが，同定精度が
最も高かったのは選択 2であった．これらの結果から，
パラメータの選択により高速化と高精度化のバランス
が取れる同定結果を得られる可能性があることが示唆
された．今後は，パラメータの選択基準について検討
する．
謝辞: 本研究は JSPS科研費 23K03236の助成を受け
たものです．
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