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多点同時振動解析における空間グラフ推定手法の提案
Proposal of Spatial Graph Estimation Method

in Multi-point Simultaneous Oscillation Analysis
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We propose a method to estimate an underlying graph structure from multivariate time-series data obtained
in multi-point simultaneous setting. This method is derived from the Dynamic Mode Decomposition (DMD)
method so as to recover an exact graph from a solution of the graph wave equation. We introduce several
demonstrations and discuss uncertainty of estimated mode and graph.
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1. 多点同時振動解析とグラフ波動方程式
産業機械や装置の設計・状態把握において現在でも
振動解析・周波数解析が広く活用されている. 多点同時
計測の状況であっても,各点で周波数解析を行うのが通
常であるため,多変数への拡張を試みたい. 基礎となる
離散フーリエ変換を再定式化する所から議論を始め,変
数間の情報を自然に抽出する方法を導出する.

(1)離散フーリエ変換再論
離散時刻で観測されたデータを整数点 t 上の実関数

f = ( f (0), f (1), · · · )として扱い,関数に対するシフトオ
ペレータ S を [S f ](t) := f (t + 1)で定義する. このとき
任意の整数 t ≥ 0における関数の値 f (t)は, S を用いて

f (t) = [S t f ](0) = [S ◦ S ◦ · · · ◦ S f ](0) (1)

と書ける. 通常 S は無限サイズの行列となり S t f は
直接計算できないが, 周期関数に対しては計算できる.
周期を整数 T > 0 とすると, S は (基本周期上の) 関
数 f = ( f (0), f (1), f (2) · · · , f (T − 1))に右から作用する
T × T 行列と同一視できる.

S =


0 0 0 1
1 0 0 ··· 0
0 1 0 ··· 0
...
. . .

...
0 0 0 0

 (2)

行列 S の固有値は 1の冪根 ζk
T = exp(2πik/T )であり,

その固有関数は vk = T−1/2
(
1, ζk

T , ζ
2k
T , · · · , ζ

(T−1)k
T

)
と表す

ことが出来る. 関数 f と固有関数の内積は,離散フーリ
エ変換に対応する.

f · vk =
1
√

T

T−1∑
l=0

f (l)ζ−kl
T (3)

また, f の固有関数展開を式 (1)の右辺に代入して得ら
れる次式は,逆離散フーリエ変換に他ならない.

f (t) =
T−1∑
k=0

( f · vk)[S tvk](0) =
1
√

T

T−1∑
k=0

( f · vk)ζkt
T (4)

図–1 10点程度のサンプルから厳密な周波数が抽出できる例

この様にして,連続のフーリエ理論を経ることなく, S の
固有関数展開として離散フーリエ変換が再定義できた.

(2)離散フーリエ変換の一般化
前節の議論を一般化する. 関数 f が各整数 tにおいて
次の関係式を満たす状況を考える.

f (t) = c1 f (t − 1) + c2 f (t − 2) + · · · + cT f (t − T ) (5)

f (t) = f (t − T )とは限らず,もはや T は周期を表さない
ものの, シフトオペレータ S は T 個の要素からなる基
本区間上の関数 f = ( f (0), f (1), f (2) · · · , f (T − 1))に右
から作用する行列として,次のように書ける.

S =


0 0 0 cT
1 0 0 ··· cT−1
0 1 0 ··· cT−2

...
. . .

...
0 0 0 c1

 (6)

固有値を zk,対応する固有関数を ukと表すと,前節の
式 (4)と同様に固有関数を用いた展開式が得られる.

f (t) =
T−1∑
k=0

( f ⋆ uk)zt
k (7)

この固有関数展開を Prony法と呼ぶ [1]. 関係式 (5)に
より {ck}を求めさえすれば, 1の冪根とは限らないモー
ド {zk},言い換えると等間隔とは限らない周波数を抽出
し展開できるところが強みである. この特性により周期
を気にせず任意の長さのデータに適用でき,窓関数も必
要としないため,少ないサンプルから厳密な周波数を抽
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出することが可能である (図-1). 一方で, {uk}は直交基
底でないため, f ⋆ uk は内積でなく1, T に応じて計算量
が線形より早く増大するのが欠点である. それでも,短
期間で周波数を求めたい場面で効果を発揮すると考え
られるが,広くは活用されていないようである.
観測地点が複数 f⃗ = ( f1, f2, · · · , fN)⊤2の場合でも, 式

(5)を用いて共通の {ck}を求めることで,各 f j を共通の
固有値と固有関数を用いてモード展開できる.

f⃗ (t) =


f1
f2
...
fN

 (t) =
T−1∑
k=0


f1⋆uk
f2⋆uk

...
fN⋆uk

 zt
k (8)

これを動的モード解析 (Dynamic Mode Decomposi-
tion: DMD)と呼び,流体シミュレーション等で活用され
ている [2]. 振幅にあたる f j ⋆ uk は地点 jがどのモード
を含んでいるかという情報を持ち,地点同士の何らかの
類似性を示すと考えられるが,この導出だけでは理論的
な意味づけを持つ指標を導くのは難しい. そこで,波動
方程式と関連付けることで,物理的にも妥当な地点類似
度を導くのが本研究の主目的である.

(3)グラフ上の波動方程式
周波数は振動や波動現象と密接に関係していること
から,波動方程式

d2

dt2 f⃗ (t) = ∆ f⃗ (t) (9)

との関連を考えることは自然に思われる. このラプラシ
アン ∆は通常 2階の微分作用素として定義されるが,空
間方向に離散化されている設定では修正が必要となる3.
そこで, 観測地点 i, jが重み wi j で繋がっているグラフ
を仮定し,ラプラシアンをグラフラプラシアン[

∆ f⃗
]

j
:=

N∑
i=1

wi j( fi − f j) (10)

で置き換えた波動方程式を定義する. 実際, w j, j±1 = 1/δ2,
他を 0とすると, 右辺は ( f j−1 − 2 f j + f j+1)/δ2 と通常の
ラプラシアンの差分形式となり,グラフラプラシアンは
その一般化と捉えることが出来る.
グラフラプラシアンによる空間方向の固有値は 0以
下となるため,それを −ρ2

l と置き,対応する固有ベクト
ルを h⃗l と表す. このとき, i , jに対して

wi j = −
N∑

l=1

hl,iρ
2
l hl, j (11)

を満たすことがわかる. 各 tに対しグラフ波動方程式の
解 f⃗ (t)を固有ベクトル分解すると,各成分 ⟨ f⃗ (t), h⃗l⟩に対
する微分方程式の一般解を導く.

d2

dt2

 N∑
l=1

⟨ f⃗ (t), h⃗l⟩⃗hl

 = −  N∑
l=1

ρ2
l ⟨ f⃗ (t), h⃗l⟩⃗hl

 (12)

⇔ ⟨ f⃗ (t), h⃗l⟩ = c+l eiρlt + c−l e−iρlt for any l (13)
1 {uk}のなす行列の逆行列を計算し, k 番目の列ベクトルと f の内
積を取ったもの

2 後の式 (15) のように, 観測地点は縦方向・時間方向は横方向に
延びた行列をイメージすると理解しやすい

3 波動方程式の時間微分は離散化しないが,観測時刻は離散・等間
隔と仮定する.

ここで, DMDのモード展開 (8)がこのグラフ波動関
数を表していると仮定すると,適当な k, lに対し以下の
対応関係を得る.

zk ↔ e±iρl , f⃗ ⋆ uk ↔ c±l h⃗l (14)

これは,モード {zk}と f⃗ ⋆ ukに振動数や振幅としての解
釈を与え,更に式 (11)により,特定の条件の下でグラフ
重み {wi j}も復元可能であることを意味する.
別の捉え方をすると,離散地点・離散時刻におけるグ
ラフ波動関数の振動データから地点グラフを推定する
という逆問題に対し, DMDが解法を与えることになる.
グラフ波動関数でない一般の振動データに対しても,推
定グラフ上のグラフ波動関数として近似されるという
意味で,推定グラフに一定の解釈を与えることが出来る
と考える.

2. アルゴリズム概要
前章の議論に基づき,複数の観測地点で同時刻に計測
された振動データに対し,観測地点の関係をグラフとし
て抽出するアルゴリズムの説明をする. ステップ (1)か
ら (3)は通常の DMDに制約を加えたもので, 絶対値 1
のモードを高精度に抽出することを狙っている. 使用す
るデータは地点数 N, 時刻数 2T + 2の欠損のない観測
値情報で, N × (2T + 2)の実数行列と思っても良い.

f1(0) f1(1) f1(2) ··· f1(2T+1)
f2(0) f2(1) f2(2) ··· f2(2T+1)
...
...
...

...
fN (0) fN (1) fN (2) ··· fN (2T+1)

 (15)

地点数の番号付けは便宜的なものであり,適当に入れ替
えても結果には影響しない.

(1)時間関係式の抽出
観測地点 f⃗ = ( f1, f2, · · · , fN)⊤ に対し, 式 (5) を基に
{ck}に対する線形方程式を解く.

f1(0) f1(1) ··· f1(2T )
f2(0) f2(1) ··· f2(2T )
...
...

...
fN (0) fN (1) ··· fN (2T )




c2T+1
c2T

...
c1

 =


f1(2T+1)
f2(2T+1)
...

fN (2T+1)

 (16)

N < 2T + 1の場合は,行の数が 2T + 1以上となるよう
時刻 tをずらして縦に重ねる. また,

c2T+1 = −1, c2T+1− j = c j (17)

の制約を課し,求める変数の数を減らしても良い. この
場合,計算に必要な時刻数も減らすことが出来る.

(2)モードの抽出
ステップ (1)で求めた {ck}を用い,次の代数方程式を

解く.

Z2T+1 − c1Z2T − c2Z2T−1 − · · · − c2T Z − c2T+1 = 0 (18)

これは式 (6)のシフトオペレータの固有方程式と一致す
る. 2T + 1個の解 {zk}は, z0 ∈ R, z2l−1 = z̄2l ∈ Cとなるよ
う,偏角の絶対値が小さい順に z0, z1, · · · , z2T と番号付け
ておく. 実際, 係数 {ck}は実数であるため, この操作は
常に可能である. モード zk の偏角を周波数と解釈する
ために, |zk | = 1を仮定しても良い. このとき,式 (17)を
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満たすため,ステップ (1)でこの制約を課すことは自然
だが,逆は成り立たない4ため,求めた解を絶対値で割っ
た zk/|zk |を改めて zk とおく.

(3)モード展開
時刻 t = 0, 1, · · · , 2T + 1に対し,ステップ (2)で求め
たモード {zk}による f⃗ の展開

f⃗ (t) = α⃗0zt
0 +

T∑
l=1

(α⃗lzt
2l + ⃗̄αlz̄t

2l) (19)

が満たされるよう, α⃗l ∈ CN に対する線形方程式を解く.
具体的には,モード {zk}に関するファンデルモンド行列
の逆行列を f⃗ (t)からなる行列 (15)にかけることで計算
できる.

(4)グラフ抽出
ステップ (3)で求めた振幅を h⃗l := α⃗l/∥α⃗l∥と正規化し,
ステップ (2)のモードの偏角から周波数 ρl := arg z2l を
抽出し,グラフの重みを

wi j = −
T∑

l=1

Re
(
hl,iρ

2
l h̄l, j

)
(20)

と定める. 通常,グラフの重みは正であることを要請す
るため,その場合は max(wi j, 0)を採用する.
この推定量は式 (11)を基に定めており,実際,特定の
条件を満たせば理論的に (11)に一致することが示せる.
経験的に, グラフを復元するという観点では T > N と
した方が精度が高くなる一方,グラフを推定するだけで
あれば T < Nとし主要なモードのみに着目しても良い.

3. 数値実験
前章で構成したアルゴリズムを 3種類の問題設定に
適用し, 有効性を検証する. 1つ目は逆問題の解法とし
ての成立性で,グラフ上の波動方程式の解が与えられた
際に,元のグラフが正しく復元できるか数値的に確認す
る. 2つ目は連続の設定における妥当性で, 区間上の通
常の波動方程式の解が与えられた際に,区間に対応する
グラフが抽出されるか検証する. 最後は一般の設定にお
ける有効性で,波動方程式と限らない多変数時系列デー
タが与えられた際に,解釈可能なグラフが抽出できるか
実験する.

(1)道グラフの復元
はじめに,グラフ復元の設定で検証を行う. ここでは

21点からなる道グラフを考え, 適当な初期関数の下グ
ラフ波動方程式を解く. 道グラフとは図-2のように隣り
合う頂点のみを重み 1で繋いだグラフを指し,線分を離
散化したものと捉えることが出来る. 波動方程式の解を
時間方向に離散化し, 21地点分の観測データを行列配
列 (15)の形にまとめ,前章のアルゴリズムを適用する.
このとき 21地点の隣接情報は観測データには陽に含ま
れないことに注意する. グラフ抽出の結果,得られたグ
ラフの重みが元の道グラフに対応すれば,アルゴリズム
の逆問題の解法としての成立性が示せたことになる.
初期関数は f j(0) = ( j − 11)/5に乱数を加えたものと
し,各点での初速は 0とする. このとき,グラフ波動方程

4 zk が解のとき 1/zk も解になることは言える.

図–2 n点からなる道グラフ

図–3 初期関数に対し得られたグラフ波動関数. 時間方向 (横
軸) は連続的な解を離散化しており, プロットの色は対
応する地点を表す.

図–4 抽出されたモード (左)と抽出されたグラフの重み (右).
見やすさのため,グラフの重みは 10倍して可視化した.

式の解は図-3となり,大きな振動の中に細かい振動が含
まれる. 21個の地点を青から赤へのグラデーションで
表現しており,近い色が似た波形を持つことは直感的に
理解できるが,その類似性を色の情報を使わず数値的に
導くのが今回の問題といえる.
数値的な不安定さを加味して T は N より多い 27と
設定した. アルゴリズムを適用すると,図-4のモードと
グラフ重みが得られる. 赤丸が真のモードを表し,青丸
の推定モードが概ね一致していることが分かる. グラフ
の重みも jと j + 1の重みのみ 1,他は 0となり,想定通
り元の道グラフに対応することがわかる. 観測データに
はノイズを付与していないため理論通りの結果である
が,数値的な誤差の影響も見られる.

(2)区間の再構成
次に, 区間 [0, 1]上の連続な波動方程式を考え, 同様
の手順によりグラフ抽出を行う. グラフの場合とは異な
り,観測地点同士には厳密なグラフ関係が存在しないも
のの,抽出されたグラフは道グラフのような区間の離散
化に対応することが期待できる. 観測地点の取り方には
自由度があり,区間上で任意の間隔・点数で取ることが
可能である. ここでは前節との比較のため,両端を含ん
だ 21点の場合とそれを間引いた 11点の場合を考える.
初期関数も前節と同様に設定し,観測地点数 21で時
間方向も離散化すると図-5の観測データを得る. 図-3と
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図–5 連続の波動方程式の解を時空間で離散化し得られた観
測値

図–6 21点の場合 (左)と 11点の場合 (右)の抽出グラフ

図–7 2つのグラフの対応

似た波形をしているが,細部では微妙に振舞いが異なっ
ている.
この観測データに先ほどと同様の設定でアルゴリズ
ムを適用すると,図-6のグラフ重みを得る. 観測地点数
21点の場合は, おおよそ 2個隣の頂点と連結したグラ
フとなっている. 一方で,観測値点数 11点の場合を考え
ると隣同士が連結した道グラフが得られ,こちらは期待
通りの結果といえる.
一般に,多点同時振動解析において,どこに観測地点
を設定するのが良いか明確な指針はないと思われる. 提
案するアルゴリズムでは観測地点の関係をグラフで表
すことが出来るため,グラフの性質を基に観測地点の適
切さが議論出来ると期待する. 例えば, 21点の場合と 11
点の場合で抽出されるグラフには,図-7の通り部分グラ
フの関係があることが分かる. もしこのように,観測点
の間引きが部分グラフの抽出に対応することが示せれ
ば5, 11点の観測で得られる道グラフは極小な連結グラ
フとして特徴付けられ,その意味で適切な観測値点の取
り方と言えるだろう.

(3)動作認識
最後に,波動方程式と限らない多変数時系列データに
アルゴリズムを適用しグラフを抽出してみる. カメラを
内蔵したデバイスである Kinect v2を用いると,撮影し
た人物の各関節の座標値をリアルタイムで取得できる

5 式 (20) の定め方によると,この主張は概ね正しいと思われる.

図–8 Kinect v2で座標値が取得できる関節と番号

図–9 関節ごとの座標値時系列データ

([3],図-8, 9). 関節を観測地点と捉え,対応した座標値の
観測データに対してアルゴリズムを適用しグラフを抽
出する事を考える.

25個の座標値は画像の xy座標に応じて取得されるた
め, xy合わせて 50変数と見なし行列配列 (15)を構築す
る. その後,モード抽出・展開まで xy共通で行い,展開
式 (19)を xyに分け, f⃗x(t)+ i f⃗y(t)のように複素数値関数
として扱いグラフ抽出を適用する. このとき, T = 5と
設定し 15フレーム (0.5秒)分を用い, 短時間での変化
に着目する. 検証用に [4]のデータセットから”0007-M”
の動画サンプルを用いた. この動画には,「拍手」「バツ
印」「手振り」「ジャンプ」の 4種の動作が含まれてお
り,それらをグラフで区別するのが目標である.
実際の適用結果 (図-10)では一定以上の重みのみを可
視化しているが,動きに関連する関節を結ぶグラフが得
られていることがわかる. 詳しく見ると,反対方向に動
く関節が結ばれており,体全体が上に動くジャンプでは
辺が少なくなっている. これは式 (20)において,同じ振
動数を持ち振幅が逆符号の組みを正として足し上げる
ことに起因している. 手振りの動作でも,動画を見ると
右手と左手が逆向きに動いていることが確認でき,動作
グラフと整合する.
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図–10 多変数時系列データから抽出される動作グラフ

この様にして, 波動方程式と限らない多変数時系列
データであっても,有効なグラフが抽出出来ることを示
した. 重みの定め方 (20)からも分かる通り,周波数の高
い反同期している振動を持つ観測地点同士が結ばれる
傾向が強いことも確認できた.

4. 精度保証
前章では 3種類の設定でアルゴリズムの有効性を検
証した. しかしながら,実際の現場で活用するには,抽出
された周波数やグラフが信頼に足ることを示す必要が
ある. これには観測値 f⃗ にノイズが乗った場合に,得ら
れる結果がどの程度変化するかを見積もればよい. 具体
的には, §2の各ステップでどの程度の誤差が乗るか評価
していく事になる.
ステップ §2-(1) では Ax = b という形の線形方程式
の解の誤差評価が必要となる. ここで, 通常の仮定と
は異なり, b だけでなく A にもノイズが乗ることに注
意する. つまり, Aのノイズ δA, bのノイズ δbに対し,
x + δx = (A + δA)+(b + δb)なる δxを評価したい. 例え
ば, Wedinの評価 [5][Theorem5.1]を用いると, Aの条件
数 χや残差 r = b − Axなどを用いて上から評価するこ
とが出来る.

∥δx∥ ≤ χ

∥A∥ − χ∥δA∥

(
∥x∥∥δA∥ + ∥δb∥ + χ∥r∥∥δA∥∥A∥

)
(21)

∥δA∥や ∥δb∥は想定するノイズレベルだけでなく行列の
サイズにも依存することに注意する. また,式 (17)を仮
定すると条件数 χが改善する傾向にあり,精度の点でも
式 (17)の制約は有効であると言える.
この評価式を用いると,ステップ §2-(2)の代数方程式
の解の誤差範囲も評価できる. これには,例えば, Smith
の定理 [6]を用いることができる. 式 (18)の代数方程式
を P(Z) = 0とおき, その解を zi とすると, P(Z)の各係
数を ε摂動させた多項式の解は, zi を中心とする半径

ri =
nε

∑
j |z j| j

|∏ j,i(zi − z j)|
(22)

の円の中に存在する. この εは上の評価式 (21)で与え
られるため,モードの複素数平面内での誤差範囲が求め
られる.
例えば,図-1のモード推定に対する信頼区間を計算し
てみる. ノイズレベルを 2e-9程度と仮定すると,式 (21)
の右辺は 1.3e-4程度となり, 式 (22)の右辺は大きいも
ので 1.3e-1程度となる. これを図示すると図-11の通り
の信頼区間となる.

図–11 推定モードに対する信頼区間

式 (21), (22)のいずれもノイズレベルや抽出するモー
ドの数が増えるほど右辺が指数的に大きくなるため,評
価式の意味をなさなくなる. 更に,ステップ §2-(3)や (4)
において誤差範囲を求める場合も,上の誤差が伝搬して
いくため,相当ノイズが小さい状況でしか意味のある信
頼区間が得られない. しかしながら,数値実験上では,そ
れほど推定量がバラつかないことから,これらの評価式
をよりシビアなものに改良できる可能性もある.

5. 結論

離散フーリエ変換を再定式化し,自然な拡張として既
存の Prony法や DMDを導いた. DMDを用いた多点同
時振動解析の解釈性を高めるため,グラフ波動方程式と
関連付け,多変数の観測値から空間のグラフを推定する
という新しい逆問題の解法を提案した. グラフ波動関数
や連続な波動関数に対し解法の妥当性を示し,動作認識
につながるグラフ抽出も検証した. 更に,推定されたグ
ラフの妥当性を担保するため,計測誤差に対する信頼区
間を算出する方法についても考察し,誤差が極めて小さ
い状況でモードに対する信頼区間が得られることを示
した.

今回は検証のため観測地点数を 20点程度としたが,
実際の振動計測では 100点を越えることも少なくない.
また, DMDの本来の適用対象である流体シミュレーショ
ンでは,地点数は更に 2, 3桁以上増加する. そのように
大きな系で,線形方程式や代数方程式を解くには実装上
の工夫が必要となり,誤差評価も現状の不等式では不十
分であろう.

今後,これらの課題を解消していくことで,周波数に
基づき地点間のグラフ構造を推定する唯一の手法とし
て,提案手法が広く活用されることを期待する.
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