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Application of the Variational Multiscale Method in the Time Domain
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This paper presents the variational multiscale method (VMS) in the time domain. First, we show the rigorous
formulation for the case of elastodynamics. Later, we demonstrate the effects of VMS through two bench-
mark problems: the single degree of freedom system (SDOF) and the impulsive load test. The numerical
results show that implementing VMS in the temporal domain can significantly improve the accuracy of the
time integration.
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1. はじめに
近年，ため池や農業用ダムの老朽化に伴い，南海トラ
フなどの大規模地震を想定した土構造物の安全性評価
が一層重要となってきた．大地震を対象とした動的応答
解析においては，長時間にわたり高精度かつ安定的な
時間積分手法が要請される．高精度な時間積分を実現す
る手法としては，空間方向だけでなく時間方向にも有限
要素を利用する Space-Time有限要素法（ST/FEM）が
広く知られている．特に現在では，未知数を速度に限定
した速度型 Space-Time有限要素法 [1]（v-ST/FEM）や，
その時間積分特性の制御を可能にした LC v-ST/FEM[2]
が，高精度な時間積分を維持しながらも，従来課題と
されてきた ST/FEMの高計算コスト問題を解消できる
手法として注目を集めている．
上記に示した ST/FEMの手法は，いずれも無条件安
定かつ 3次精度以上の時間積分特性を有し，短時間の
弾性解析ならば既に十分に高精度な解を得ることが可
能である．しかし，土質材料で築造されたダムやため
池は弾塑性体に分類され，材料の降伏点を境に物性が
大きく変化する．従って弾塑性体の解析においては，そ
の物性の急激な変化を長時間の解析においても正確に
追従するために，これまで以上に高精度で安定的な時
間積分が要求される．
そこで本論文では，時間方向に変分マルチスケール
法（VMS）を適用することで，時間積分のさらなる高
度化を図る．VMSとは，未知数となる変位や速度を低

周波成分（coarse scale）と高周波成分（fine scale）に分
解し，高周波成分を取り除くことにより解の安定化を
計る手法のことである．空間方向におけるVMSの効果
については既に多くの論文で研究が進められているが，
時間方向への VMSの有効性は現在でも未解明である．
そこで以下の章ではまず，動弾性問題において，時間
方向にVMSを適用する際の定式化を示す．次に，簡単
な一自由度振動系問題（SDOF）の例を通して，時間方
向におけるVMSの効果を検証した．最後に一次元衝撃
力応答解析を行い，ST/FEMにおける時間方向の VMS
の特性を考察した．

2. 動的応答問題の時間積分法
M，K，Fをそれぞれアセンブル後の質量マトリック
ス，剛性マトリックス，外力ベクトルとする．減衰項
を考えない場合の動弾性問題は，一般的に以下の形式
で表される．

M
dV
dt
+KV = F (1)

dU
dt
= V (2)

U (0) = U0 (3)

V (0) = V0 (4)

ただし，U := U(t)，V := V(t)はそれぞれ時刻 tにおけ
る節点変位ベクトル，節点速度ベクトルを表す．また，
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図–1 変位の計算結果

U0，V0はそれぞれ節点変位，節点速度の初期値である．
簡単のために，以下では式 (1)と式 (2)をまとめて式 (5)
で表す．

LW = G (5)

ここで，W := {U,V}，G := {0,F}であって，

LW :=
{

K dU
dt −KV

M dV
dt +KU

}
(6)

(1) 弱形式（時間方向）
解析時間 [0,T ]を次式のようにN個の要素に分割する．

0 = t0 < t1 < t2· · · < tN = T

In = (tn, tn+1), ∆tn = tn+1 − tn
(7)

ここに，In，∆tnはそれぞれ n番目の時間要素，時間幅
を表す．式 (1)と式 (2)にそれぞれ仮想速度 δV，仮想変
位 δUをかけて，区間 In 上で積分すると，以下の形式
で表される弱形式を得る．

Bn (δW,W) = L (δW) (8)

ただし，δW := {δU, δV}であって，

Bn (δW,W) = (δW,LW)In
+ δWn · DW+

n (9)

L (δW) := (δW,G)In
+ δWn · DW−

n (10)

ここに、

(A,B)In
:=
∫

In

AT Bdt

W±
n := lim

ϵ→±0
W(tn + ϵ)

δWn · DW±
n := δVn ·MV±n + δUn ·KU±n

(11)

である．部分積分法を用いることにより，式 (9)は次式
の形で表せる．

Bn (δW,W) := (L∗δW,W)In
+ δWn+1 · DW−

n+1 (12)

ただし，

L∗δW :=
{
−K dδU

dt +KδV
−M dδV

dt −KδU

}
(13)

である．

(2) Variational multiscale method
節点変位と節点速度を Coarse scale成分（·̄）と Fine

scale成分（·̃）に分割する．

W = W̄ + W̃
δW = δW̄ + δW̃

(14)

これらを式 (8)に代入すると，Coarse scaleに関する方
程式と Fine scaleに関する方程式が得られる．

1. Coarse scale

Bn

(
δW̄, W̄

)
+
(
L∗δW̄, W̃

)
In
+δW̄n+1·DW̃−

n+1 = L
(
δW̄
)

(15)
2. Fine scale

Bn

(
δW̃, W̃

)
= −
(
δW̃,RW̄

)
In
−δW̃n·D[[W̄]]n+δW̃n·DW̃−

n

(16)

ここに，[[W̄]]n := W̄+
n − W̄−

n であって，

RW :=
{

K dU
dt −KV

M dV
dt +KU − F

}
(17)

ただし，RWは残差を表す．

(3) Finite Element Method (時間領域)
本論文では，Coarse scaleには線形関数，Fine scaleに
は 2次のバブル関数を用いて近似を行う．

Ū = Ū+n T1 + Ū−n+1T2

V̄ = V̄+n T1 + V̄−n+1T2

Ũ = Ũ1T̃1

Ṽ = Ṽ1T̃1

(18)

ここに，T1，T2，T̃1 は，
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図–2 理論解との変位の誤差

T1 =
1 − θ

2
, T2 =

1 + θ
2
, T̃1 = 1 − θ2 (19)

である．なお θは，In内で定められる局所座標（−1 ≤ θ ≤
+1）であり，θ = −1が時刻 tn，θ = +1が時刻 tn+1に対
応する．式 (18)を式 (15)，式 (16)に代入し，Fine scale
成分（Ũ1, Ṽ1）を消去すると，最終的に以下の Coarse
scaleに関する連立方程式を得る．

PabMV̄b + QabKŪb + RabMŪb = {S} (20)

XabKV̄b + YabMV̄b + ZabKŪb = {T} (21)

ここに，a, b = 1, 2であり，同一項で同じ文字が 2回繰
り返されている場合はその文字について和を取ることを
表す．{S}，{T}は，式 (1)における外力項と，変位，速度
の初期値から構成されるベクトルである．また，Pab-Zab

は，形状関数のみから構成される項である．節点速度
と節点変位の下添字 bについては，b = 1が t+n における
節点値，b = 2が t−n+1 における節点値を表す．例えば，
V̄1 = V̄+n である．

3. 数値解析
(1) 一自由度振動系（SDOF）
まず，VMSによる時間積分精度の向上を確認するた
めに時間方向のみの離散化が必要となる以下の一自由
度振動系問題（SDOF，図 3を参照）に取り組んだ．

m
dv(t)

dt
+ ku(t) = 0 ∀t ∈ [0,T ] (22)

du(t)
dt
− v(t) = 0 ∀t ∈ [0,T ] (23)

u (0) = u0 (24)

v (0) = v0 (25)

ここに，uは変位，vは速度，mは物体の質量，kはバ
ネの剛性値，u0 は変位の初期値，v0 は速度の初期値で
ある．また，∆tを時間要素幅とする．

図–3 一自由度振動系

図 1 は，T = 30 s，m = 1 kg，k = 4π2 N/m，u0 =

0 m，v0 = 1 m/s，∆t = 0.1 sの条件下での変位の解析
結果を示したものであり，赤線がVMSを適用した場合
（TDGVMS），青線が VMSを適用しない場合（TDG），
黒線（破線）が厳密解（Exact）を示す．図 1の左図よ
り，解析開始後の数秒間においては，VMSの適用の有
無で大きな差異は認められず，いずれの場合において
も高精度な解を得られることが分かる．しかし，VMS
を適用せずに得られた解の方では，時間の経過に伴い
振幅が有意に減少することが確認できる．それに対し
て，VMSを適用して得られた解の振幅の大きさは，時
間が経過しても解析開始直後とほとんど変わらないこ
とが分かる．従って，VMSを時間方向に適用すること
で，精度を損なわずに長時間の解析が行えることが示
された．
図 2は，VMSの適用有無での誤差を比較したもので
ある．図 1の解析条件から ∆tのみを変化させて解析を
行い，VMSを適用する場合（赤線）は ∆t = T

300，VMS
を適用しない場合（青線・緑線）は ∆t = T

1500 および
∆t = T

2000 の条件で解析を行った．この結果から，VMS
を適用した場合，従来の手法よりも時間要素数が 6分
の 1程度であっても同程度の精度を持つ解析結果が得
られることが分かる．

(2) 一次元動弾性問題
次に，動的応答解析における時間方向のVMSの有効
性を確かめる．図 4は，図 5に示す片持梁の右端に衝
撃力を作用させたときの速度の解析結果を示したもの
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図–4 変形速度の解析結果

であり，図中に示す矢印は波の進行方向を表す．

図–5 一次元動弾性問題

解析条件は，梁の長さ Lを 50 m，要素長さ∆xを 0.1 m，
解析時間 T を 0.1 s，ヤング率 Eを 1.0×1010 Pa，密度 ρ
を 2500 kg/m3とする．また，時間要素幅∆tには，VMS
を適用する場合（赤線）は ∆t = T

300，VMSを適用しな
い場合（青線）は ∆t = T

300 および ∆t = T
1000 とした．梁

右端に加える外力 F(t)は以下の式 (26)で与える．

F(t) =

−1.0 × 106 N ( t ≤ 0.005 s)

0.0 N ( t > 0.005 s)
(26)

図 4の右図を見ると分かるように，VMSを適用しない
場合，時間要素幅 ∆t = T

300 では矩形波の不連続部分を
正確に捉えられていないことが分かる．それに対して
VMSを適用した場合では，時間要素幅が ∆t = T

300 で
あっても，矩形波の不連続部分を正確に表現出来てい
ることが分かる．また，この結果はVMSを用いない場
合の ∆t = T

1000 のときの結果に相当するものであること

から，ST/FEMにおいてもVMSを用いることで，時間
積分精度を格段に向上できることが分かる．

4. 結言
本論文では，時間方向に変分マルチスケール法を適
用する際の定式化を示した．また，SDOF問題を通し
て，時間方向にVMSを適用することで，長時間の解析
においても高精度に時間積分が行えることを示した．さ
らに，VMSを利用した衝撃力応答解析を通して，動的
応答解析においても時間積分精度の向上が確認された．
今後は，時空間両方向にVMSを適用すること，さらに
は弾塑性体の解析に対してVMSを適用することを予定
している．
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