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接触変形をともなう2次元アーチ破壊の解析
The crack propagation of two-dimensional arch deformed by contact with a flat plate
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The crack propagation of arch deformed by contact with a flat plate is investigated by two-dimensional
numerical simulation using a gradient flow-type phase field model suitable for unilateral contact condition.
It is found that the position and propagation of the initial crack differed depending on the width of the arch
and the fixing condition of the bottom.
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1. はじめに

アーチ形状は，建造物に開口部を設けるために用い
られるが，上部からかかる荷重を圧縮力として伝える
ために石組み構造の橋などでもよく用いられている．そ
の一方で，変形した場合には荷重への耐久性が下がる
ことが予想される．本研究では接触変形による変形と
そこから生じるき裂の進展に注目した．例えば，タイ
ヤと地面の抵抗力を計算する場合には，接触すること
によって弾性変形を生じ，また，その変形によって接
触面が変わることを考慮する必要がある．本研究では
アーチ形状におけるき裂の発生と進展について調べた．
アーチ形状に上部から水平な板が接触しながら変形す
るとともに，き裂が発生，進展する場合について，アー
チの厚みとき裂形状の関係を数値シミュレーションを
用いて調べた．計算にあたっては，フェーズフィールド
き裂進展モデルと接触変形問題を組み合わせることで，
裁断機による断裂面の形状がブレードの間隔によって
変化することを数値シミュレーションによって示した
際の手法を用いた [1]．

2. 非貫入条件を反映したモデル方程式

従来のフェーズフィールドき裂進展モデルではき裂
面が再度接触する場合に弾性エネルギーが上昇しない
ため，unilateral contact condition [2]を導入することで
き裂面が再度交差することを回避した．ここでは，2次
元弾性体としてアーチ形状におけるき裂進展について
考える．弾性体をき裂を含む有界な領域 Ω ⊂ R2として
考え，物体の変位を u ∈ R2 とする．ここで，き裂を表
現するフェースフィールドとして，き裂領域で 1き裂
のない領域で 0となるような連続関数 ϕ ∈ [0, 1]を考え
る．T-Kimuraが導出したき裂進展モデル [3]に対して，
Chambole-Conti-Francfortによって提案された unilateral
contact condition [4]を組み込むと，次のようなき裂面
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図–1 外径 r1,内径 r2のアーチと接触している水平な板の降下

の非貫入条件を満たす勾配流モデルが導出される [2]:
−div

(
(1 − ϕ)2σ+[u] + σ−[u]

)
= f (x, t)
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ϵ div(γ(x)∇ϕ) − γ(x)

ϵ
ϕ + (1 − ϕ)w+[u]

)
+

(1)
ここで，σ+[u] := λ̃(divu)+I+2µeD[u], σ−[u] := λ̃(divu)−I,
及び，w+(u) := 1

2 λ̃(divu)2
+ + 2µ|eD[u]|2, eD[u] := e[u] −

1
d (divu)I とする．また，(divu)+ = max(divu, 0) と
(divu)− = (−divu)+ はそれぞれ正または負の divu であ
り，λ̃ := λ + 2µ/dである．

3. アーチの接触変形
アーチが一様な線形弾性体として変形すると仮定し，
上部から水平な板が時間とともに降下することでどの
ような接触変形を起こすか，数値シミュレーションで確
認した．外径 r1 = 1.0,内径 r2 = 0.8の２次元アーチが，
上方に接触し速度 v = 0.001で降下する平板により変形
するものとする 1．このとき，材質の変位 u = (u1, u2)
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Vec Value
0
0.00210537
0.00421075
0.00631612
0.0084215
0.0105269
0.0126322
0.0147376
0.016843
0.0189484
0.0210537
0.0231591
0.0252645
0.0273699
0.0294752
0.0315806
0.033686
0.0357914
0.0378967
0.0400021

t=40

図–2 r1 = 1, r2 = 0.9のアーチにおける接触変形 (t = 40)

とすると，変形後の y 座標 y + u2 は不等式拘束条件
0 ≤ y + u2 ≤ 1 − vtに従うことになる．そこで，変位は
次の不等式拘束条件に従うとして FreeFEM[5]において
IPOPTパッケージを併用して計算を行う．{

−L ≤ u1 ≤ L
−y ≤ u2 ≤ 1 − vt − y

(2)

ここで Lは十分大きな数 (今回は 1019)である．
材料特性として，実験に用いたコンクリート材のヤ
ング率 35(GPa)，ポアソン比 1/6を用い，弾性変形のシ
ミュレーションを行うと，上方の水平な板の接触によ
り，接触領域である上部のみではなく，全体が変形して
いることがわかる (図-2)．

4. アーチのき裂進展シミュレーション
アーチの内径が r2 = 0.9, 0.8, 0.7, 0.6の場合において
接触変形におけるき裂進展を，1 を用い，臨界エネル
ギー解放率 γ = 1.6 × 10−4(MPa)として調べた．数値シ
ミュレーションの結果，アーチの内径が大きい (アーチ
の厚みが小さい)場合には変形が大きいため内側の中心
軸付近からき裂が進展する (図-3(a))．一方，内径が比
較的小さい (厚みが比較的大きい)場合には外側の接触
面に近い部分から 2箇所き裂が生じていることがわか
る (図-3(b))．また，外側に近い面と内側に近い面での
フェーズフィールドの値の偏角に対する分布の時間変
化を調べると，アーチが薄い場合には明らかに内側か
ら破壊が始まっていることがわかる (図-4)．また，divu
の分布から，内側からの破壊は引張応力 (divu > 0)に起
因していることがわかる (図-5)．一方，アーチが厚い場
合には，明らかに外側から破壊が始まっていることが
わかり (図-6)，divuの分布から，外側からの破壊は圧縮
応力 (divu < 0)に起因していることがわかる (図-7)．
繊維補強コンクリートで打設したアーチを用いた実
験結果 (図-8)と比較した．この実験で用いた材料は、予
め円柱供試体によりヤング率が 33.7(GPa)であることを
確認した．r1 = 0.17(m), r2 = 0.15(m)で幅 6(m)のアー
チを作成し、載荷装置を用いて左側の脚は壁で移動を制
限し、右側の脚のみを移動できるようにして、初期き裂
が発生するまで荷重をかけていった．その結果、シミュ
レーション結果と同様に内側の中心軸付近 (θ = 90◦)付
近からき裂が生じることが確認できた．

IsoValue
0.033298
0.0998659
0.166434
0.233002
0.29957
0.366138
0.432706
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0.0620403
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0.430008
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0.797975
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2.26985
2.3925

(a) (b)

図–3 内径が (a)r2 = 0.9と (b)r2 = 0.6のアーチにおける断裂
後のフェーズフィールドの値の分布 (t = 20)
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図–4 r2 = 0.9のアーチにおける (a)r = 0.98と (b)r = 0.92の
面における，各時刻でのフェーズフィールドの値の分布
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図–5 r2 = 0.9のアーチにおける (a)r = 0.98と (b)r = 0.92の
面における，t = 20での divuの値の分布
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図–6 r2 = 0.6のアーチにおける (a)r = 0.9と (b)r = 0.7の面
における，各時刻でのフェーズフィールドの値の分布

5. まとめ
本研究では，2次元アーチ形状を上方からの接触境界
により変形させた場合のき裂の発生と進展について，非
貫入条件を反映したフェーズフィールドき裂進展モデル
で調べた．アーチの内径が大きい場合 (例えば r2 = 0.9)
においては上部境界の接触により大きく変形した後に
内側からき裂が進展しているが，アーチの内径があま
り大きくない場合 (例えば r2 = 0.6)においては上部境界
の接触部分の近傍のみが変形した後に外側から 2箇所
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図–7 r2 = 0.6のアーチにおける (a)r = 0.9と (b)r = 0.7の面
における，t = 20での divuの値の分布

図–8 補強コンクリートで打設したアーチの破壊実験の様子

き裂が進展していることがわかった．フェーズフィー
ルドを用いたき裂進展モデルで調べることで，材料を
破壊することなく，破壊が進みつつある様子やその際
の圧縮/引張の強さが確認できるため，実際の建造物の
破壊の様相の検討に非常に有用であることがわかる．
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