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応力制御のボイド生成項をもつGTNモデルの陰的解法
Implicit solution for GTN model with stress-controlled void nucleation term
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In most of recent studies about ductile failure, Gurson–Tvergaard–Needleman (GTN) model is used with a
strain-controlled void nucleation term, which needs parameter fitting as a plastic softening theory. However,
Nakamura et al. proposed a local failure criterion based on a combination of yield stress and mean stress,
and incorporated it into the GTN model by modifying stress-controlled void nucleation term. In this study,
we formulated and implemented the GTN model in the format of ABAQUS UMAT with a modified void
nucleation term that considers the failure stress index into the implicit solution method. Verification of the
code was performed by comparing the results of the GTN model with the results of ANSYS Workbench and
checking the transition diagram of the behavior of stress and void fraction in the cell model.
Key Words : GTN model, Local failure, Ductile fracture

1. はじめに
圧力容器などの機器の終局的な破壊条件を求める加
圧試験 [1]では，格納容器の破断に先行して局所的な破
損が生じることが示されている．機器が局所的に顕著
な塑性変形を受ける状態を想定した場合，応力三軸度
を考慮した延性破壊限界，すなわち局所破損 [2]が注目
すべき破損モードの一つとなる．延性材料の破壊にお
ける限界ひずみは，応力三軸度の増加に伴って低下す
ることが知られており，このような限界特性を把握す
るために，切欠き付き試験片による引張試験が実施さ
れる．
延性破壊をモデル化する手法の一つであるGTNモデ
ル [7][8][9]は，もともとひずみ制御条件および応力制
御条件の両方に基づくボイド核生成項を有しており，そ
の増分形式での定式化は東郷 [3]により示された．近年
の多くの研究 [4]では，GTNモデルのひずみ制御によ
るボイド核生成項が使用されているが，この場合，応
力三軸度の影響を考慮することができず，塑性軟化理
論としてのパラメータフィッティングが必要となる．
中村ら [5][6]は降伏応力と平均応力の組み合わせに
よる限界破損応力指標を提案し，これを局所応力クラ
イテリオンとしてGTNモデルの応力制御型のボイド核
生成項に組み込んだ．そして，切欠き丸棒の引張り試
験を 2D軸対称モデルで解析し，材料破壊（ボイドの連
結）直前における急激なボイド生成および成長を適切
に表現することができ，切欠き丸棒試験片における破
壊過程を再現している．
本研究の目的は 3Dの延性破壊解析に破損応力指標を
考慮した修正ボイド生成項を含むGTNモデルを用いる

ため，修正GTNモデルを陰解法で定式化し，汎用プロ
グラムであるABAQUSのユーザーサブルーチンである
UMATに実装・検証することである．

2. GTNモデルの定式化
この章ではGTNモデルの構成則及び，定式化につい
て説明する．
全ひずみ εを弾性ひずみ εe と塑性ひずみ εp に加算
分解する．

ε = εe + εp (1)

等方性材料としたときの弾性構成則は次式のとおりで
ある．

σ = De : εe

= 2Gεe
d + KεvI

(2)

Gと K はそれぞれせん断弾性係数と体積弾性係数であ
る．塑性変形が進行すると降伏条件 ϕ = 0が満たされ
る．ここで，GTNモデルにおける降伏関数 ϕは以下で
示される．

ϕ =

(
σe

σy

)2

+ 2 f q1 cosh
(
−3q2 p

2σy

)
− (1 + f 2) (3)

ここで，σeは相当応力，σyは等価塑性ひずみ αの関数
として定義される降伏応力， f はボイド率，pは静水圧
応力，q1，q2，q3 は GTNモデルの材料定数である．
降伏関数を流れポテンシャルとする関連流れ則を用
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いたときの塑性流れ則を以下に示す．

ε̇p = γ̇
∂ϕ

∂σ
= γ̇

(
∂ϕ

∂p
∂p
∂σ
+
∂ϕ

∂σe

∂σe

∂σ

)
=

(
−1

3
∂ϕ

∂p
I +

3S
2σe

∂ϕ

∂σe

) (4)

多孔質体の塑性仕事と母材の塑性仕事は等しいので以
下の式が成立する．

(1 − f )σyα̇ = σ : ε̇p = γ̇σ :
∂ϕ

∂σ
(5)

上記の式について γ̇について解き，関連流れ則の式に
代入すると以下の式が得られる．

ε̇p = γ̇
∂ϕ

∂σ
=

(1 − f )σyα̇

p ∂ϕ
∂p + σe

∂ϕ
∂σe

∂ϕ

∂σ
(6)

よってひずみの加算分解の式に代入することで以下の
式が得られる．

ε̇ = ε̇e + ε̇p

= ε̇e +
(1 − f )σyα̇

p ∂ϕ
∂p + σe

∂ϕ
∂σe

∂ϕ

∂σ

(7)

ボイド体積率の変化は通常，既存のボイドの成長によ
る寄与と新しいボイドの核生成による寄与の和として
表される．

ḟ = ḟgrow + ḟnucl (8)

GTNモデルはひずみ制御条件と応力制御条件の両方
のボイド核生成項を含んでいるが，本研究では応力制御
条件を採用する．既報 [5]では，式 (9)に示す相当応力
σeと平均応力 pの線形の和である破損応力指標（failure
stress index）S を用いて，切欠き断面中心の破壊条件を
近似的に記述できることを報告した．

S = σe + cσm ,where σm = −p (9)

これを ABAQUS の定義に従って表すと以下のように
なる．

S ′ = σy − cp (10)

S の限界値である S L は，局所応力クライテリオン
（材料の破損条件）が，第 1応力不変量（σm）のと第 2
応力不変量（σe）の組み合わせで表現できるとみなし
たものである．本研究では延性破壊の局所応力クライ
テリオンとして S L を GTNモデルの応力制御のボイド
生成項に組みこむ．

ḟnucl =
fN

sN
√

2π
exp

−1
2

(
σy − cp − σN

sN

)2 (σ̇y − cṗ)

(11)

また，ボイド成長項は，
ḟgrow = (1 − f )ε̇p

v = (1 − f )ε̇p : I

= (1 − f )
(1 − f )σyα̇

p ∂ϕ
∂p + σe

∂ϕ
∂σe

∂ϕ

∂σ
: I

= (1 − f )
(1 − f )σyα̇

p ∂ϕ
∂p + σe

∂ϕ
∂σe

∂ϕ

∂p

(12)

である．新しいボイドが発生するときの応力の範囲は
平均値 σN，標準偏差 sN を持つ正規分布とボイド発生
粒子の体積 fN に従う．
ボイド率 f が限界値 fcに到達すると，材料の荷重伝
達能力がボイド結合によって急速に減少する．ボイド
率が fF に達すると荷重伝達能力は完全に失われる．修
正されたボイド率は以下のように表される．

f =


f , if f ≤ fc

fc +
(

1
q1
− fc

)
f− fc
fF− fc
, if f > fc

(13)

ある時間間隔 [tn, tn+1]において，後退 Euler法を用い
て離散化する．全ての速度形の状態量を今考えている
時間内の対応する増分形式に置き換え，次のステップ
n+ 1までの増加量を求めるので (·)n+1 − (·)n = ∆(·)n+1の
ように置き換える．したがって，下記のような満たす
べき方程式が得られる．
gεe = ∆εe

n+1 + ∆ε
p
n+1 − ∆εn+1

= ∆εe
n+1 +

(1 + fn+1)σy n+1∆αn+1

pn+1
∂ϕ
∂p

∣∣∣
n+1 + σe n+1

∂ϕ
∂σe

∣∣∣
n+1

∂ϕ

∂σ

∣∣∣∣∣
n+1
− ∆εn+1 = 0

(14)

g f = ∆ fn+1 + (1 − fn+1)

×
(1 + fn+1)σy n+1∆αn+1

pn+1
∂ϕ
∂p

∣∣∣
n+1 + σe n+1

∂ϕ
∂σe

∣∣∣
n+1

∂ϕ

∂p

∣∣∣∣∣
n+1

− fN

sN
√

2π
exp

−1
2

(
σy − cp − σN

sN

)2 (∆σy − c∆p) = 0

(15)

gϕ =
(
σe n+1

σy n+1

)2

+ 2 fn+1q1 cosh
(
−3q2 pn+1

2σy n+1

)
− q3 f 2

n+1 − 1 = 0

(16)

これらの方程式における変数は∆εe
n+1,∆αn+1,∆ fn+1であ

り，非線形方程式の解を求めるために Newton-Raphon
法を用いる．

3. コードの検証
応力制御のボイド生成項は，ひずみ制御のボイド生
成のみを持つ GTNモデルの UMAT[10]に組み込んだ．
応力制御によるボイド生成を考慮した GTN モデルの
陰解法による定式化を行い，ABAQUSのユーザーサブ
ルーチンである UMATに実装した．まず，六面体 1要
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素を用いた静水圧下での一軸引張解析を行い，プログ
ラムコードの検証を実施した．引張方向に 400[MPa]の
静水圧を付加し，材料が破壊に至るまで強制変位を加
えた．用いた材料は SGV410[5]であり，材料パラメー
タを Table.1に示す．

Table. 1 Material properties of SGV410 for GTN model,
c=1.0

E [MPa] ν q1 q2 q3

202000 0.3 1.5 1.0 2.25

f0 fc fN σN sN

0 0.15 0.04 1040 31.2

σy 0 c fF

182.6 1.0 0.2

本研究で実装したUMATを用いて，補正係数を c = 1
と設定し，同様な条件の下でと ANSYS Workbenchで
行った解析結果の応力-ひずみ線図を Fig. 1に示す．Fig.
1より，GTNモデルの応力-ひずみ線図は，ANSYSの
応力-ひずみ線図と概ね一致していることが確認できた．
また，補正系数 cを変更することによる材料挙動の変化
を確認するため，既報 [5]の切り欠き丸棒の試験値から
得られた c = 0.35に変更したときの応力-ひずみ線図お
よびボイド率の遷移図を Fig. 2に示す．本解析では，局
所応力クライテリオン S ′ が正規分布に基づく区間 3sN

以内，つまり S − 3sN =946.4[MPa]に達した時点でボ
イド生成が開始されるように設定した．Fig. 2の黒い横
線は 946.4[MPa]を示しており，黒い縦線はボイドが生
成され始まる点を示している．これらが交差する点が
S ′ = σy−cp上 946.4[MPa]であることが確認できた．さ
らに，Fig. 2より、ボイド率 f が急激に増加する直前応
力がピーク値に達し、ボイド率が fc = 0.15に達した時点
から応力が急激に低下することが確認できた．また，静
水圧の大きさを 500[MPa]および 550[MPa]，600[MPa]，
650[MPa]，700[MPa]，750[MPa]に設定した場合につい
ても同様の解析を行い，応力三軸度 T = σe/− pおよび
破損応力指標 S ′L の結果を Fig. 3に示す．Fig. 3から，
局所応力クライテリオンが応力三軸度に依存せず一定
であることが分かり，S ′L が限界破損応力指標として表
現されていることが示されている．以上により，本プ
ログラムコードの実装ができていることが数値解析の
結果より示された．

4. 結言

本研究では修正GTNモデルの陰解法による定式化を
行い，ABAQUSのユーザーサブルーチンであるUMAT
に実装した．その結果，汎用コードである ANSYS と
応力ーひずみ関係が概ね一致していることが確認でき
た．また，応力とボイドの挙動よりモデルが設計した
とおりに動作していることが確認できた．最後に，S’L
が応力三軸度に依存せず一定であることが示すことで，
S’L が限界破損応力指標として表現できた．

Fig. 1 Comparison of equivalent stress- total axial strain
curves between UMAT and ANSYS

Fig. 2 Transition diagram of the behavior of stress and void
fraction in the cell model when c = 0.35

Fig. 3 Relationship between stress triaxiality T - limit failure
stress index S ′L
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