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線形破壊力学の解析のための
IGA重合パッチ法解析モデル生成法に関する研究

A study on the generation method of analysis model of S-IGA for liner fracture model
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IGA (Isogeometric Analysis) shape functions are equivalent to the geometric representation methods used
in CAD models. Utilizing this concept, this paper presents the development of software that generates
analysis models by extracting and analyzing information from CAD solid models. Furthermore, applying
the singular patch method to these models enables highly accurate calculations of the stress intensity factor.
Moreover, applying the overlaying patch method to these models enables the reduction of calculation costs
by remeshing only local model elements and subdividing them.
Key Words : CAD, IGA, Overlaying, Singular.

1. はじめに
構造物の設計を行う際, CAD（Computer Aided De-

sign）によりモデルを作成し, 有限要素法（Finite Ele-
ment Method,FEM）を行うための解析モデルを作成,解
析し強度評価が行われている. 本論文で用いる解析手
法である, Hughesら [1]によって提案されたアイソジオ
メトリック解析（Isogeometric Analysis, IGA）では,設
計段階における, CADで作成したモデルの幾何的表現
方法として用いられる非一様有理 Bスプライン（Non-
UniformRational B-Spline, NURBS）関数を形状関数と
して用いることができるため,設計から解析までの時間
が FEMと比べて少なくなるという利点がある. さらに,
NURMS関数は次数を自由に設定できるので高次化が
容易である．球や円弧の形状表現を厳密に表現できる.
よって FEMのように幾何的な形状誤差が生じないため,
高精度な解析を行うことができる. また, FEMの基底関
数は要素境界でC0連続であるのに対し,二次のNURBS
関数は,要素境界でもC1連続を持つため,応力やひずみ
の精度が高いことがいわれている.
本研究の目的は，高精度な線形破壊力学解析を容易
に実施可能にするための S-IGA用パッチを生成方法を
構築することである．本報では，1)CADソリッドモデ
ルから IGAに必要な情報の取得．2)計算コスト削減の
ため重合パッチ法の使用．3)破壊力学解析のための亀
裂のモデル化や特異パッチ法を用いた解析モデル生成
法について示す．4)本手法で生成した解析モデルを用
いた解析例を示す．

2. 重合パッチ法
亀裂近傍の応力分布を正確に計算するためには，解
析モデルの該当する箇所を局所的に細分化する必要が

ある．IGAでは局所的な細分化を行うと，その影響が解
析モデル全体に大きく出てしまう (図 1)．ここで FEM
における重合メッシュ法 [2]のアイディアを IGAで使
用する重合パッチ法 [3]を用いることで，ローカル解析
モデルのみに細分化を行うことができる (図 2)．

図–1 円孔を有する平板
の 1/4 解析モデル
に局所細分化を行
った例

図–2 円孔を有する平板
の 1/4 のローカ
ル IGA解析モデル
(青色) のみ細分化
を行った例

重合パッチ法の解析モデルの摸式図を図 3に示す．こ
こでグローバル IGA解析モデルの領域を ΩG，境界を
ΓG，ローカル IGA解析モデルの領域をΩL，境界を ΓG，
グローバル，ローカル IGA解析モデルの境界を ΓGL，ト
ラクションが課された境界を Γt，変位が規定された境
界を Γu とする．
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図–3 S-IGAの模式図.

グローバル IGA解析モデルの変位 uGとローカル IGA
解析モデルの変位 uL を用いて，各変位 uを式 (1)の様
に表す．

u =

uG in ΩG −ΩL,

uG + uL in ΩL.
(1)

また，グローバル，ローカル IGA解析モデルの境界で
変位の C0 連続を保証するために，境界 ΓGL 上で式 (2)
に定義する．

uL = 0　 in ΓGL. (2)

このとき剛性マトリックスの行列方程式は,グローバ
ル，ローカル IGA 解析モデルの変位式 dG, dL と力式
fG, f L を用いて，以下の式 (3)ように離散化できる．[

KGG KGL

KLG KLL

] {
dG

dL

}
=

{
fG

f L

}
. (3)

各成分の計算を式 (4), (5), (6), (7)に示す．本研究では
剛性マトリックスの成分の計算にガウス求積法を用い
て行った．

KGG =

∫
ΩG

BGT
DBGdΩ, (4)

KGL =

∫
ΩG

BGT
DBLdΩ, (5)

KLG =

∫
ΩL

BLT
DBGdΩ, (6)

KLL =

∫
ΩL

BLT
DBLdΩ. (7)

KGG 成分と KLL 成分の計算は，それぞれグローバル
IGA解析モデルのみ，ローカル IGA解析モデルのみで
定義される通常の剛性マトリックスと同じである．KLG

成分は結合剛性マトリックスと呼ばれ，KGL成分を転置
したものと等しい．KLG成分の計算のため，式 (6)に示
すマトリックス BG のグローバル IGA解析モデルの積
分点を適切に定める必要がある．本研究ではグローバ
ル IGA解析モデルの積分点を与える自然座標を，ロー
カル IGA解析モデルの積分点と一致するようにNewton
法を用いて決定した [6].

3. 特異パッチ法
FEMにおける Barsoumの特異要素 [4]のアイディア
を IGAに応用した特異パッチ法 [5]を用いる．応力は
亀裂前縁からの距離 rに対し r−1/2の特性をもつように
制御点の位置を定め，一般の IGA解析ソフトにおいて
も用いることができる手法である．
図 4に示すように通常パッチを亀裂前縁で縮退し，自
然座標系の ξ方向に亀裂前縁からの距離 rが対応するよ
うに写像を行う．ここで ξ と ηの多項式で表されるあ
る関数 ϕ(式 (8))において空間微分を行う際を考える (式
(9))．ここで自然座標系の ξ，ηは，r，θからなる極座
標系へ写像しているので r，θの関数で表される．よっ
て式 (9)は式 (10)と表される．

図–4 通常パッチ (上)から縮退パッチ (下)への縮退．青色の
点は亀裂前縁を示す．

ϕ(ξ, η) = a00+a10ξ+a01η+a20ξ
2+a11ξη+a02η

2+· · · . (8)

∂ϕ

∂xi
=
∂ξ

∂xi

∂ϕ

∂ξ
+
∂η

∂xi

∂ϕ

∂η
. (9)

∂ϕ

∂xi
=
∂ϕ

∂ξ
(
∂r

∂xi

∂ξ

∂r
+
∂θ

∂xi

∂ξ

∂θ
) +
∂ϕ

∂η
(
∂r

∂xi

∂η

∂r
+
∂θ

∂xi

∂η

∂θ
). (10)

ここで亀裂前縁からの距離 rが式 (11)を満たすよう
に制御点の位置を定めることにより，式 (11)を rで偏
微分すると式 (12)が得られる．よって式 (10)が亀裂前
縁からの距離 rに対し r−1/2の特性をもつことが分かる．
つまり，変位の一階微分で求まる応力やひずみの値に
応力特異性を持たせることができる．

r ∝ Cξ2 (C is constant). (11)

∂ξ

∂r
∝

1

2
√

Cr
(C is constant). (12)

本研究で開発したソフトウェアでは通常のパッチを
特異パッチに変換してモデリングを行う．
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4. CADソリッドモデルからの解析情報の取得
CAD のソリッドモデルから取得できる情報は，

NURBS関数に用いられる制御点 (コントロールポイン
ト)の物理座標と自然座標上での定められるノットベク
トル，円弧等を厳密に表現できる重みである．しかし
一般的な CADソリッドモデルには内部に解析モデル生
成に必要な制御点が配置されていない，破壊力学解析
に必要な亀裂のモデル化に関する機能が無い，構造解
析を実施するために必要な境界条件付与に関する機能
もないといった問題がある．本研究では，これらの問
題に対応するために以下の作業を行った．

(1) 内部の制御点の生成
内部の制御点の生成について説明を行う．まず CAD
ソリッドモデルから，押出しや回転押出しの基となる
サーフェスやカーブオブジェクトを選択する．次に図 5
のエルボ管 (1/4モデル)の様に，ソリッドモデルを再現
する様にサーフェスの制御点と重みを，押出しカーブ
に倣って複製することで内部の制御点を生成している．

図–5 エルボ管 (1/4 モデル) の下部は回転押出し，上部は押
出しにより内部の制御点を生成している．

(2) 亀裂のモデル化
亀裂のモデル化について説明を行う．IGAにおいて
パッチ間で変位の連続性を作成するために制御点を共
有する操作を行う．亀裂を配置したい場合は，そのパッ
チ間で制御点を共有しないことで変位の連続性を断つ
必要がある．例として，パッチのカウントを図 6の様
に定義された平板の 0パッチと 2パッチ間を亀裂面と
したい場合は，亀裂前縁を除く 0パッチと 2パッチ間
の制御点である図 7に示す 4番目と 6番目の制御点の
共有を行わないことで変位の連続性を断ち，自由表面
にすることができる．

図–6 平板のパッチ番号.図–7 平板の制御点の番
号.

(3) 境界条件付与
境界条件を付与についての説明を行う．本研究で開
発したソフトウェアでは点とサーフェスを選択し，選
択したオブジェクトに対して境界条件を与える操作を
行う．必要な情報として，インデックス等の制御点を判
別することができる情報があり，面を選択した場合は，
それを構成する制御点の情報を取得することができる
ようになる。制御点を選択すればそれに対し変位量と
方向を課すことによって境界条件を付与する．

5. さまざまな形状に対する解析結果
本研究で開発したソフトウェアを用いて生成した解
析モデルを用いた解析を数値解析例として紹介する．埋
込亀裂を有する平板の 1/4モデル，表面亀裂を有する
エルボ管のフルモデルを示す．

(1) 埋込亀裂を有する平板
一様分布荷重を受ける円板状亀裂を有する平板の問
題を解いた．対称境界条件を利用して 1/4解析とした．
境界条件と寸法は図 8に示すとおりである．また，亀
裂前縁の応力拡大係数を相互積分法 [7] を用いて計算
した．

図–8 埋込亀裂を有する平板の 1/4モデルの寸法と境界条件．

E-11-03 第30回計算工学講演会

© 一般社団法人日本計算工学会 - E-11-03 -



グローバル，ローカル IGA解析モデルを表すCADソ
リッドモデルの寸法と形状をそれぞれ図 9，10に示す．
ローカル IGA 解析モデルの制御点の数は 36,309 であ
り，グローバル IGA解析モデルの制御点の数は 13,464
である．さらに NURBS関数の次数は両方共に二次で
ある．

図–9 平板のローカル解
析モデルの CAD
ソリッドモデル．
中央の青い線の箇
所を亀裂として生
成．単位は [mm].

図–10 平板のグローバ
ル解析モデルの
CAD ソ リッド
モデル. 単位は
[mm].

グローバル，ローカル IGA解析モデルの z方向変位の
コンター図を図 11に示す．また，変形倍率を 200倍に
したローカル IGA解析モデルの z方向応力のコンター
図を図 11に示す．
図 11から，ローカル IGA解析モデルの外側の境界
で変位が連続的に分布しているためグローバル IGA解
析モデルをローカル IGA解析モデルに重ね合わせるこ
とができた．さらに図 12より亀裂が開口していること
から，亀裂のモデル化を行うことができた．

図–11 グローバル，ローカル IGA解析モデル. z方向変位分
布を示す．グローバル IGA 解析モデルが半透明であ
り，白い線が境界を示す．

相互積分法によりモード I の応力拡大係数計算
した．さらに参照解として Raju-Newman の解 [8]，
VCCM[9][10]で計算した FEMの解 (節点数 2,457,064)
を用い，円板亀裂の周方向 θごとに応力拡大係数を比
較する（図 13参照）. また，結果は Raju-Newmanの解
とは約 0.2%の精度で一致することが分かった．
よって，本手法で生成したグローバル IGA解析モデ
ルと特異パッチを持つローカル IGA解析モデルによる

図–12 ローカル IGA解析モデルの亀裂近傍. z方向応力分布
を示す．変形倍率は 200倍である．

図–13 埋込亀裂を有する平板のモード I応力拡大係数の比較

解析により，高精度に応力拡大係数を計算することが
できた．

(2) 表面亀裂を有するエルボ管
一様分布荷重を受ける円板状の表面亀裂を有するエ
ルボ管の問題を解いた．解析モデルの寸法と境界条件
を図 14に示す．

図–14 亀裂を有するエルボ管の寸法と境界条件

グローバル，ローカル IGA 解析モデルを表す CAD
ソリッドモデルの寸法と形状をそれぞれ図 15，16 に
示す．また，ローカル IGA解析モデルの制御点の数は
21,464であり，グローバル IGA解析モデルの制御点の
数は 42,880である．さらに NURBS関数の次数は両方
共に二次である．
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図–15 エルボ管のローカル解
析モデルのCADソリッ
ドモデル．中央の青い線
の箇所を亀裂として生
成．単位は [mm].

図–16 エルボ管グローバル
解析モデルの CAD
ソリッドモデル. 単
位は [mm].

グローバル，ローカル IGA解析モデルの z方向変位
のコンター図を図 17に示す．また，変形倍率を 10倍
にしたローカル IGA解析モデルの相当応力のコンター
図を図 18に示す．
図 17から，ローカル IGA解析モデルの外側の上下の
境界で，可視化の際の問題により変位が部分的に連続
でない箇所が見られる．しかし図 18より亀裂が開口し
ていることから，亀裂のモデル化を行うことができた．

図–17 グローバル，ローカル IGA解析モデル. z方向変位分
布を示す．グローバル IGA 解析モデルが半透明であ
り，白い線が境界を示す．

図–18 ローカル IGA解析モデルの亀裂近傍.相当応力分布を
示す．変形倍率は 10倍である．

6. まとめ
CADソリッドモデルから解析に必要な情報を取得し，
解析モデルを生成し破壊解析を行うことができた．さ
らに重合パッチ法や特異パッチ法により容易かつ高精
度な応力拡大係数を解析することができた．
押出しと回転押出しで作成可能な解析モデルでない
と内部の制御点を生成できない手法の制約があるため，

現時点では特異パッチを生成できない．そのためエル
ボ管の問題では応力拡大係数計算を実施しなかった．
今後は，通常パッチから特異パッチを変換する機能
を実装する．よって複雑な形状に対しても特異パッチ
を用いた解析を可能にし，高精度な応力拡大係数の解
析を行っていく．
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