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Homogenization method using S-version Isogeometric Analysis Method (S-IGA)
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In this study, we propose a homogenization method using the S-version Isogeometric Analysis Method (S-
IGA). The S-IGA is a method that can couple the global patch and local patch. Therefore we can easily
make model and cut modeling time than FEM. IGA can easily change the order of the basis function, so we
can exactly approximate the coupling matrix. The homogenization method is a method that can analyze the
composite material and can calculate the equal material properties. When we analysis composite materials
at the same time, we have to handle discontinuity of integrand by different material properties. In this study,
we propose a method to analyze the effective method of integration of stiffnes matrix and external force
vector. We propose the method of periodic boundary conditions which can analysis high order continuity on
the edge of the Unit cell.
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1. はじめに
本研究は, IGA重合パッチ法（S-IGA）[1]を用いた均
質化法解析 [2]を提案する．Hughesら [3]によって提案
された Isogeometric Analysis (IGA)は，CADモデルと
解析で同一の形状関数を利用し,正確な幾何表現が可能
である. IGAは,有限要素法 (FEM)よりも形状誤差が小
さく,高次連続で高精度な解析が可能である.

土山ら [1]によって提案された IGA重合パッチ法（S-
IGA）は, グローバル IGAモデル (全体のメッシュ)と
ローカル IGAモデル (局所的なメッシュ)を重ね合わせ
る手法である. 局所的に複雑な構造を持つ解析対象に対
して,全体のメッシュと局所的なメッシュに分けること
で,解析モデル生成の簡単化することが可能である．特
に複合材料などの,微視的に非均質な構造を有する構造
の解析モデル生成に適していると考える.

均質化法は,微視的に周期構造を有する構造体の解析
手法であり,微視的に最小単位の構造（単位セル）に対
して解析が行われる. 均質化法の仮定では,単位セルは
構造体の中で無限に小さいと仮定されている. FEMを用
いた単位セル解析では,形状関数の性質上,変位のオー
ダーまでの連続性しか保証されず,単位セル外周でひず
みや応力が不連続になる. しかし, IGAでは, 基底関数
の次数を高くすることで,ひずみや応力の連続性が保証
され,単位セル外周でひずみや応力を滑らかに繋ぐこと
ができる. 本研究では, S-IGAを均質化法に適用し,基底
関数の性質を用いて,単位セル境界で高次連続な解析を
行うことができる手法を提案する．単位セル外周で変
位に課す周期境界条件に加えて微係数も連続な均質化
法解析を提案する.

提案手法では単位セル外周でもオープンノットが存在
しないので,剛体モードを拘束するための変位境界条件
を直接コントロール点に対して課すことができない. 本
研究では, 剛性行列に対して多点拘束条件 (Multi-Point
Constraints)[4]を課すことによって, 剛体モードを拘束
した.
一方,単位セル内に異なる材料定数を持つ材料が存在
する場合に, IGA重合パッチ法では,剛性行列を求める
際に現れる被積分関数が不連続になり,ガウス積分の近
似精度が低下する. ガウス積分の近似精度の低下を抑制
するために, S-IGAの全体剛性方程式や外力ベクトルの
積分方法を次のようにした. グローバル IGAモデルと
ローカル IGAモデルに積分領域を分け, ローカル IGA
モデルが存在する領域では,グローバル IGAモデルとの
差分を足し,異なる材料定数による不連続性を回避した．

2. IGA重合パッチ法（S-IGA）による均質化法
(1) IGA重合パッチ法（S-IGA）

IGA 重合パッチ法では, 全体領域であるグローバル
IGAモデルと局所領域であるローカル IGAモデルを重
ね合わせることで,解析モデルを作成する．この手法を
用いることで,微視的構造を持つ構造の解析モデル生成
を簡単化することができる．

S-IGAのイメージ図を図 1に示す．トラクションが
規定されている境界を Γt,変位が規定されている境界を
Γu とする. また,グローバル境界を ΓG,ローカル境界を
ΓLとする.グローバルとローカルが重なっている部分を
ΓGL とする. また,グローバル領域を ΩG,ローカル領域
を ΩL とする.グローバル領域のみがある箇所の変位は
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uG で与え, グローバルとローカルが重なっているとこ
ろではグローバルの変位 uG とローカルの変位 uL の和
で与えられ,式 (1)となる.

ΩL

Global patch

Local patch

Γ = Γt⋃ Γu

Γt

ΩG

Γu ΓGL

ΩL

図–1 S-IGAのイメージ図.

変位は次式で表される.

u =

uG in ΩG ∩ΩL

uG + uL in ΩL
(1)

ひずみは次式で表される.

ε =

εG in ΩG ∩ΩL

εG + εL in ΩL
(2)

仮想仕事の原理は次式で表される.∫
Ω

δεT Dε dΩ =
∫
Ω

δuT b dΩ +
∫
ΓT
δuT t dΓ (3)

積分領域をグローバル領域とローカル領域に分けて
考えると以下の式が得られる.∫

ΩG
δεGT

DεG dΩ +
∫
ΩL
δεGT

DεL dΩ (4)

=

∫
ΩG
δuGT

b dΩ +
∫
Γt
δuGT

t dΓ (5)∫
ΩL
δεLT

DεG dΩ +
∫
ΩL
δεLT

DεL dΩ (6)

=

∫
ΩL
δuLT

b dΩ +
∫
Γt
δuLT

t dΓ (7)

IGA重合パッチ法のつり合い方程式は以下の式で表
される. [

KGG KGL
KLG KLL

] {
xG

xL

}
=

{
FG

FL

}
(8)

(2) 均質化法
均質化法は, 微視的な周期構造に対する手法であり,
複合材料やハニカム構造などの解析に用いられる.
図 2マクロスケールとミクロスケールの図を示す．

図–2 Relationship between macro and micro scales.

構造体全体の微視的視点であるミクロスケールを y，
巨視的視点であるマクロスケールを xとする．ミクロ
スケールとマクロスケールをつなぐパラメータを ϵ と
すると

ϵ =
x
y

(9)

で表される．
ここでパラメータ ϵ に関する変位の漸近展開形の解
を仮定し，

uϵ(x) = u(x, y) = u(0)(x, y) + ϵu(1)(x, y) + ϵ2u(2)(x, y) + . . .
(10)

で表す．u(k) は，k 次の変位を表し，ϵk は ϵ の k 乗を
表す．

Guedes,Kikuchi[2]によると,任意の重み関数 vを用い
て,ミクロスケールの弱形式は次式で表される. このと
き, Y はユニットセルの領域を表し, |Y |はその面積を表
す.Ei jklはフックの法則で表される弾性テンソルである.∫

Y
Ei jpm

∂χkl
p

∂ym

∂vi(y)
∂y j

dY =
∫

Y
Ei jkl
∂vi(y)
∂y j

dY ∀ v ∈ VY

(11)
上式から,特性関数 χkl

p を求め,以下の式に代入すること
でマクロな均質化弾性定数 Di jkl が求められる.

Di jkl =
1
|Y |

∫
Y
(Ei jkl − Ei jpm

∂χkl
p

∂ym
) dY (12)

S-IGAを均質化法に適用する場合は,式 (8)において,
グローバル領域の特性関数 (制御点の変位)χGとローカ
ル領域の特性関数 (制御点の変位)χL について解く. こ
のとき,式 (8)の右辺の FG, FL は,均質化法では有限要
素法 (FEM)の内力ベクトルのように計算され, 次式で
表される.

FG =

∫
ΩG

[BG]T [DG]{e} dΩ +
∫
ΩL

[BG]T [DL − DG]{e} dΩ

(13)

FL =

∫
ΩL

[BL]T [DL]{e} dΩ (14)

右辺ベクトル内のマクロひずみ {e}は次式で表される.

{e} =


1
0
0

 ,


0
1
0

 or


0
0
1

 (15)

それぞれ, x方向の一様な変位場, y方向の一様な変位場,
せん断方向に一様な変位場に対応する. 上式のように 3
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種類のマクロひずみを与えて, (8)式を解くことで,変位
χを求めることができる. (8)式で求めた変位 χを以下
の式に代入することで,均質化弾性テンソル DHを求め
ることができる.

DH = DG
H + DL

H (16)

グローバル領域,ローカル領域の均質化弾性テンソルは
次式で表される.

DG
H =

1
|Y |

∫
ΩL−ΩL

[DG]T ([I] − [BG][χG]) dΩ (17)

+
1
|Y |

∫
ΩL

[DL]T ([I] − [BG][χG]) dΩ (18)

DL
H =

1
|Y |

∫
ΩL

[DL]T ([I] − [BL][χL]) dΩ (19)

a) 剛性行列の積分
積分領域内に異なる材料定数が存在する場合,被積分
関数が不連続になり,ガウス積分の近似精度が低下する.
積分領域をグローバル領域とローカル領域に分け,ロー
カル領域が存在する箇所では, グローバル IGAモデル
とローカル IGAモデルの材料定数の差分を足し, 被積
分関数の不連続性を回避する. 式 (8)の剛性行列 KGGは
次式で表される.

KGG =

∫
ΩG

[BG]T [DG][BG] dΩ+
∫
ΩL

[BG]T [DL−DG][BG] dΩ

(20)
b) 周期境界条件による高次連続性

IGAの Bスプライン基底関数を単位セル外周で対に
なる反対側の外表面と滑らかに繋ぐことで,変位に加え,
微係数も連続な周期境界条件を課した.
例えば,図 3では, 1次元で基底関数 2次の Bスプラ
イン基底関数となっている. 単位セル外周である ξ =
0, ξ = 1では,基底関数が滑らかに繋がっていることが
分かる.

B
as

is
 fu

nc
tio

n 

Parametric coordinate 

図–3 One-dimensional high-order continuity shape
function(p = 2).

c) コントロールポイント変位パラメータの共有
基底関数を単位セル外周で対になる外表面と滑らか
に繋ぐためには,単位セル外周で対になる位置にあるコ
ントロールポイントの変位を共有する必要がある.

偶数次数では,コントロールポイントが各要素の中心
に位置する配置となる. 例えば,次数が 2の場合,図 4の
ようになる. 一方,奇数次数では,コントロールポイント
が各要素の四隅に位置する配置となる. 例えば,次数が
3の場合,図 5のようになる.

図–4 One-dimensional
even-order
connecitivity(p = 2).

図–5 One-dimensional
odd-order
connecitivity(p = 3).

d) 剛体モードの拘束
高次連続な解析を行う場合,基底関数がオープンノッ
トではなくなるため, 拘束条件を工夫する必要がある.
本研究では,多点拘束条件 (Multi Point Constraints)を課
し,単位セルの左下の位置で変位を拘束した. 周期境界
条件により,単位セルの左上,右上,右下の
例えば, 1次元で基底関数が二次の場合の拘束条件は
次式のようになる.

u2 = N1(ξ, η)d1 + N2(ξ, η)d2 + N3(ξ, η)d3 (21)

ここで, u2 = 0としたとき,次式のようになる.

N2d2 = −N1(ξ, η)d1 − N3(ξ, η)d3 (22)

よって,次式のようになる.

d2 =

[
−N1

N2
−N3

N2

] {
d1

d3

}
(23)

3. 数値解析例
図 6に示す S-IGAの単位セルと図 7に示す単位セル
を用いて,均質化法解析を行った.

図–6 S-IGA Unit cell used in analysis.
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図–7 IGA Unit cell used in analysis.

S-IGA と IGA のパッチ数, 要素数, 基底関数の次数,
ガウス点数,材料定数は,それぞれ表 1,表 2に示すよう
に設定した.

表–1 解析条件 (S-IGA)

S-IGA Global Local
パッチ数 1 1
要素数 441 400

基底関数次数 2 2
ガウス点 10 × 10 10 × 10
材料定数 ヤング率 ポアソン比

比率 (Local/Global) 0.001 1.0

表–2 解析条件 (IGA)

IGA 外側 内側
パッチ数 4 1
要素数 147 441

基底関数次数 2 2
ガウス点 4 × 4 4 × 4
材料定数 ヤング率 ポアソン比

比率 (内側/外側) 0.001 1.0

表 2に,均質化弾性テンソル DH
11,DH

12の S-IGAと IGA
を FEM解析との結果の比較を示す. FEM解析は, MSC
ソフトウェアのMarc Mentatを使用し,要素数 660万程
度,節点数 660万程度の解析モデルで求めた均質化弾性
テンソルの値を参照解とした.
弾性テンソルは以下の応力ひずみ関係の式で表される.

σ11

σ22

τ12

 =

DH

11 DH
12 DH

13
DH

21 DH
22 DH

23
DH

31 DH
32 DH

33



ε11

ε22

γ12

 (24)

また,参照解との差は,以下の式で与えられる.

Dif =
|DS−IGA − DFEM |

DFEM
× 100 (25)

表 3 に示すように, S-IGA の均質化弾性テンソル
DH

11,DH
12 の値は, FEMの結果と比較して, DH

11 は 2.21%,
DH

12 は 5.39%の差が生じた. また, IGAの均質化弾性テ
ンソル DH

11,DH
12 の値は, FEMの結果と比較して, DH

11 は
0.78%, DH

12 は 2.28%の差が生じた. IGAの方が S-IGA
よりも FEMの結果に近い値を示した.

表–3 均質化弾性テンソルの FEMとの比較

S-IGA IGA FEM Dif(S-IGA) Dif(IGA)
DH

11/Eglo 0.825 0.813 0.807 2.21 0.78
DH

12/Eglo 0.271 0.263 0.257 5.39 2.28

図 8, 図 9に, マクロひずみ Ex = 1の時の S-IGAと
IGAの単位セルの応力 σxxを示す. 図 10,図 11に,マク
ロひずみ Ey = 1の時の S-IGAと IGAの単位セルの応
力 σyy を示す. 図 12,図 13に,マクロひずみ Exy = 1の
時の S-IGAと IGAの単位セルの応力 σxx を示す. 全て
の解析において, 変形倍率は 0.3倍である. 3つの解析
で,応力分布は,S-IGAと IGAで定性的には一致してい
る. また,図 12では,ローカル IGAモデルの境界で応力
集中が生じている. 応力集中が生じている箇所には,よ
り細分化された要素が必要であると考えられる. 従って,
ローカル IGAモデルをマルチパッチにするなどの工夫
が必要であると考えられる.

図–8 Deformed and stress
σxx of macro strain
Ex = 1 computed by
S-IGA.

図–9 Deformed and stress
σxx of macro strain
Ex = 1 computed by
IGA.

図–10 Deformed and stress
σyy of macro strain
Ey = 1 computed by
S-IGA.

図–11 Deformed and stress
σyy of macro strain
Ey = 1 computed by
IGA.
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図–12 Deformed and stress
σxy of macro strain
Exy = 1 computed by
S-IGA.

図–13 Deformed and
stress σxy of macro
strain Exy = 1
computed by IGA.

図 14に示すように,マクロひずみ Ex = 1の y = 0に
おける S-IGAと IGAの単位セルの応力 σxx を示す. 単
位セルの長さを lとする. 青色の点が SIGAの単位セル,
オレンジ色の点が IGAの単位セルの応力の分布を示す.
単位セル解析の値を x/l = 0から x/l = 1までに示し,
その隣に x/l = 1から x/l = 2まで同じものを並べた.
x/l = 1の点が単位セルの境界に対応し,拡大図を 15に
示す. 拡大図から x/l = 1の点, すなわち単位セルの境
界で, S-IGAでは応力が滑らかに繋がっている.しかし,
IGAでは,単位セルの境界で応力の値が減少し,連続で
はあるが滑らかでなくなっている.

S-IGA IGA

Edge of unit cell

図–14 Stress σxx of macro strain Ex = 1 at y = 0 of unit cell.

S-IGA IGA

図–15 Enlarge view of stress σxx of macro strain Ex = 1 at y
= 0 of unit cell.

4. まとめ
均質化法に IGA重合パッチ法を適用し, 基底関数の
性質を用いて,単位セル境界で高次連続な解析を行った.
また,重合パッチ法を適用することで,モデル生成を容
易に行った.

IGA では, 単位セルの境界で応力が連続だが滑らか
でないことが分かった. しかし,提案手法ではローカル
IGAモデルの境界で応力が滑らかに繋がる.
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