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By the conventional recognition, the node parameters of plate bending / membrane as polar shape of the 

shallow shell are represented independently each other. But this recognition is established when the local 

origin of the axis 𝑧 for the gradient-functions 𝜽 is represented on the neutral plane of the bending plate. 

However, there exists no algebraical formula to represent the origin. This report expresses, therefore, the 

local origin numerically. And therefore, the value of the origin has a residual inevitably. And the residual 

acts as in-plane shearing similarly in case of the shallow shell. This report discusses how to minimize the 

residual in case of plate bending, and how to apply the scheme to the shell vice versa. 

Key Words : In-plane shearing of plate bending, Plate bending / membrane structure, Novel numerical 

scheme for shell, Helmholtz decomposition 

1． はじめに 

(1) Kirchhoff 板曲げ式 計算法のポイント 

板曲げは  Kirchhoff 理論で表され，適合要素は C1 級

（C1 連続）を必要とする． 

C1 級要素の 数値計算技法を確立し，等分布荷重・周辺

固定正方形板の厳密解（𝑤0 = 1.265 (× 10−3𝑞𝑙4/D) ）を再

現し，本OS（数値解析理論，要素開発と評価）で幾度か報告

して来た． 

メッシュ数をパラメトリックに増やして，小数点4 桁ま

では（𝑤0 = 1.2653）になることも示した．（ [Appendix-1] 

参照のこと．） 

Kirchhoff 理論式は“平面保持仮定”により，傾角 𝜽 を

変数として表す． 

平面 x-y 系の𝜽 を，直交 z 軸でも表す．（ z の“１次奇

関数式”とし，面内変位 𝒖 を ＜ 𝒖 = 𝜽𝑧 ＞で表す．） 

かつ，z の局所原点は板の幾何学的“中点面上”とする． 

Kirchhoff 理論は z の局所原点を“中立面上”とする． 

Kirchhoff 式は スカラーの曲げ剛性で表され，“中立面”

を“中点面”に一致させる式は無い． 

ただ ひずみエネルギー式と外力仕事量式は，階数は異

なるが，表わせる． 

上述のパラメトリック計算は，階数の異なる両式残差

の最小化計算であるが，“中立面”を“中点面”に一致さ

せるため でもある． 

実は，C1 級要素の 数値計算法には それを一致させる

技法が組み込まれており，それがC1 級要素解法のポイン

トとして報告して来た技法である，ことが解って来た． 

一致させる別法を併用すれば，効果はより高くなる． 

(2) 板曲げのせん断変形 

せん断変形に関しては，“面外せん断”を考慮する

Reissner / Mindlin の理論が知られている． 

Helmholtz分解を多方向に適用する離散Helmholtz分解

法では，版（Scheibe）の解析には“面内せん断・剛体変形

（渦度）”も考慮できる． 

面内変位は z に関する“0 次の偶関数式”のみで表し，

かつ それを x-y 系の関数で表す． 

つまり，z に関する＜ 𝒖 = 𝜽𝑧0 + 𝜽𝑧 ＞ 式の 第１項の

切片：＜ 𝜽𝑧0 ＞が 版変位であり，第２項＜ 𝜽𝑧 ＞が 前述

の 板曲げの面内変位である．（ 𝑧 軸は“中点面”で ゼロ．） 

上式の２項の特性は，版変位は 面内せん断分布を有し，

板曲げの面内せん断の板厚積分値（弱解）はゼロとなる，

ことである． 

したがって 板曲げ計算法のポイントは，面内せん断分

布を最小化する ことに在った． 

(3) 本報の内容 

Kirchhoff 理論の板（Platte）は，z の局所原点設定のため，

上述のように“面内せん断”ゼロが要求されるが，代数的

に満たす方法は無く，数値的方法では 残差としての“面

内せん断”が表れる．（つまり，局所原点位置の誤差が 切

片として表れる．） 

曲げ成分の“面内せん断”の数値的処理法は，“曲面板”

では 必須の処理理論に成ろう． 

そこで 本報では，離散Helmholtz分解法の 板曲げ・版

での役割と 曲面板への基本的適用法を示す．（更には，

流れ場での計算との 論理の一貫性も示せる ことを指摘

して置く．） 
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(4) 本報のアイデア 

課題は，z の局所原点を“中点面上に 如何に確保する

か”であるが，メッシュの細分化のみでなく，版要素のパ

ラメータ自由度数も使う ことに思い至った． 

そのアイデアは 曲面板にも，そのまま適用できる． 

(5) 離散 Helmholtz 分解法に関し 

本報は，Helmholtz の定理[1]に基づく“有限要素法研究”

の一環である． 

離散Helmholtz分解法（dHd ）とは， Helmholtz分解（H-d ）

を 後述のように 多方向に計算するもので“多方向有限

要素法”とも呼ぶ． 

従来の概念（コンセプト）では，曲面板では 平版（Scheibe）

変位と板曲げ（Platte）変位は連成するが，平面板では ひと

つの要素内での 両者の“連成は無い”であった．（例え

ば 文献[2] 参照．） 

板曲げ変位＜ 𝜽𝑧 ＞の数値計算では 前述のように，＜

 𝒖 = 𝜽𝑧0 + 𝜽𝑧 ＞ 式の切片：＜ 𝜽𝑧0 ＞が 版変位なので，両

者の“連成は在る”． 

かつ，数値計算法は 曲面板へ そのまま適用できる． 

つまり shallow shell の 極形としての 平板：“平面板・

平版”も 数値解法としては 曲面板理論で統一でき，従来

のコンセプトは棄却される，こととなる． 

“平面板”理論で表されるのが 板曲げ であり，“平版”

理論で表されるのが 耐震壁 などの版である． 

板曲げ要素の変位 と 版要素の変位 が連成すること

は，後者にもdHd に基づく“平面板”計算法（ポイントは 多

方向計算）を導入し，せん断変形の他，版の剛体変形（渦度）

計算を導入すべきである． 

本報では その版計算法を，耐震壁の計算法で示す． 

 

2． 離散Helmholtz分解法 

(1) Helmholtz 分解表示法 

Helmholtz の定理は 任意のベクトル場 𝐕 を，スカラーポ

テンシャルとベクトルポテンシャルで，Lateral（縦）成分と

Transverse（横）成分に分解表示する． 

任意のベクトル場とは，微分方程式の相似性が成り立

つことを指す，と解釈できる． 

変位ベクトル場  𝒖 を＜𝒖 = ∇𝜑 + 𝑐𝑢𝑟𝑙𝝍  (𝑑𝑖𝑣𝝍 = 0)＞

で表し，導関数の順に，縦成分は＜⋯ , ∇𝛼, ∇𝜑, ∇Φ, ∇P, ⋯＞

で，横成分は＜⋯ , 𝑐𝑢𝑟𝑙𝜷, 𝑐𝑢𝑟𝑙𝝍, 𝑐𝑢𝑟𝑙𝚿, 𝑐𝑢𝑟𝑙𝚲, ⋯＞で，表す

こととしている． 

2D断面＜x-y＞,＜y-z＞,＜z-x＞では それぞれ，縦成分変

位は＜𝑢, 𝑣＞,＜𝑣, 𝑤＞,＜𝑤, 𝑢＞で表し，横成分変位は 右

上に添字して，＜𝑤T＞,＜𝑢T＞,＜𝑣T＞で表す，とする． 

後者は ポテンシャルでは＜𝜓3＞,＜𝜓1＞,＜𝜓2＞で表

す．或いは＜Ψ3＞,＜Ψ1＞,＜Ψ2＞で表す． 

＜𝜓𝑖 , Ψ𝑖＞いずれも勾配が 物理的な意味を有す． 

2D問題の横成分の変位は，添字なしの流れ関数で表示

＜𝑐𝑢𝑟𝑙𝜓＞する．（𝑐𝑢𝑟𝑙𝑤T ≡  𝑐𝑢𝑟𝑙Ψ3 ≡ 𝑐𝑢𝑟𝑙Ψ） 

3D問題の 横成分の有限要素は，縦方向勾配をゼロとす

る 要素モデルを適用する． 

つまり，＜𝜓3
(001)

= 0＞,＜𝜓1
(100)

= 0＞,＜𝜓2
(010)

= 0＞

として (𝑑𝑖𝑣𝝍 = 0) を代数的に満たす，ものとする． 

したがって，縦方向の要素間は 不連続となる．（横成

分要素で，縦方向の 変位や応力は 表示しないので（剛体

回転・せん断力 のみ表示），不連続による問題が生じるこ

とはない． 

H-d 表示法の特徴は，代数的に ＜𝑐𝑢𝑟𝑙(∇𝜑) = 𝟎＞，＜

𝑑𝑖𝑣(𝑐𝑢𝑟𝑙𝝍) = 0＞となる ことである． 

dHd 研究の成果として，＜𝑠ℎ𝑟(∇𝜑) = 𝑠ℎ𝑟(∇𝑜𝑓𝑓𝑑𝝍)＞も 

大きな特徴である ことを指摘して置く．（∇𝝍 = ∇𝑑𝑖𝑎𝑔𝝍 +

∇𝑜𝑓𝑓𝑑𝝍） 

(2) 離散 Helmholtz 分解表示法 

Helmholtz 表示は 極座標系・円筒座標系・曲線座標系 

でも表せ，座標系は任意である． 

対して → 離散計算では，デカルト座標系での“表示・

計算”に限る，とする． 

つまり，z 軸周り 45°回転座標系の＜𝑐𝑢𝑟𝑙 𝑤T＞は，デ

カルト座標系で 式変換：＜𝑠ℎ𝑟 𝑤T＞して表し，計算して

行く． 

45°回転座標系の＜𝑠ℎ𝑟 𝑤T＞も，デカルト座標系の“法

線ひずみ差” に式変換：＜ 𝜕𝑢/𝜕𝑥 − 𝜕𝑣/𝜕𝑦 ＞して表し，

計算して行く． 

その方法（デカルト座標系での“表示・計算”に限る）を

“離散Helmholtz分解（dHd）法”（多方向有限要素法）と呼

ぶ，ものである． 

(3) 共役変数 

横成分＜𝑐𝑢𝑟𝑙 𝑤T ⟹ 0＞と＜𝑠ℎ𝑟 𝑤T ⟹ 0＞を同じ形式

の ＜𝑤T (010) − 𝑤T (100) ⟹ 0＞，＜𝑤T (010) + 𝑤T (100) ⟹ 0

＞で表せば，多方向計算は 縦成分・横成分 いずれも，式

形のパターンは２変数：＜ A − B ＞と＜ A + B ＞ となる． 

この２パターンの変数を“共役変数”と呼ぶ．（くびき

（軛）を共にする変数である．） 

例えば 一方，＜𝑢(100) + 𝑣(010) ⟹ 0＞の計算時には，同

時に，共役変数も最小化：＜𝑢(100) − 𝑣(010) ⟹ 0＞する． 

桁落ち＜ 𝑒 ＞：＜(𝑢(100) + 𝑒) + (𝑣(010) − 𝑒) ⟹ 0＞を，

最小化：＜(𝑢(100) + 𝑒) − (𝑣(010) − 𝑒) ⟹ 0＞𝑖. 𝑒. ; 2𝑒 ⟹ 0

で，その増大を 毎計算時防いで行く ものである． 

それが“多方向有限要素法” （dHd 法）の効果・目的 で

ある． 

 

3． Kirchhoff 板曲げの計算法（再掲） 

(1) Kirchhoff 板曲げ解法のポイント 

縦成分＜𝑑𝑖𝑣𝜽  (∇2w ≡ ∇2𝜑)＞のみで表すKirchhoff 理
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論式（重調和式）の数値解法のポイントは，“離散Helmholtz

分解法”に拠ったことである． 

ここには既報[3]の 板曲げの項を 再説明して置く． 

先ず，重調和式の ＜𝜑(40) + 𝜑(04) ⟹ 0＞項の仮想仕事

式項を 有限要素技法（累次部分積分法）で ひずみエネル

ギー最小化＜𝜑(20) + 𝜑(02) ⟹ 0＞項を含む式に展開して

置く． 

＜𝜑(02) + 𝜑(20) ⟹ 0＞ と ＜𝜑(02) − 𝜑(20) ⟹ 0＞を 同

時に満たすことで，常に ＜ 2𝑒 ⟹ 0 ＞ として行く． 

重調和式の＜2𝜑(22) ⟹ 0＞項の変分式＜2𝜑(11) ⟹ 0＞

項は，後述のキーパラメータ変分法で満たして置く． 

＜𝜑(02) − 𝜑(20) ⟹ 0＞は45°回転系の＜2𝜑(11) ⟹ 0＞

でもある ことは広く知られている． 

そこでdHd 法：デカルト座標法の＜𝜑(02) − 𝜑(20) ⟹ 0＞

と＜2𝜑(11) ⟹ 0＞で せん断力分布を 多方向に 最小化

して行く． 

＜𝐷𝑏(𝜑(20) − 𝜑(02)) ⟹ 0＞は，上述のように Kirchhoff

重調和式：＜𝐷𝑏∇2∇2𝜑 = 𝑞＞の項の 共役変数最小化 であ

るが，剛体変形最小化＜𝐷𝑏𝑐𝑢𝑟𝑙2𝜑  ⟹ 0＞と共に 互いに，

共役変数として 最小化して行く． 

結論： 方向性を有す 外力仕事量を受け入れながら，か

つ ＜ ∇∇𝜑  ⟹ 𝟎 ＞を満たして行くのが 多方向有限要

素法（共役変数法）である． 

(2) C1 級板曲げ要素 

C1 級板曲げ要素の ノードパラメータは図１である． 

  

図１ C1 級板曲げ要素 

C1 級要素の特徴は，頂点ノードk のパラメータベクト

ルに＜{𝜑(11)}𝑘＞を含む ことである．（𝜑 ≡ 𝑤） 

このパラメータ＜{𝜑(11)}𝑘＞を，要石（key stone）に因み，

“キーパラメータ”と呼んでいる． 

45°回転系の＜𝜑(20) − 𝜑(02) ⟹ 0＞は，デカルト座標

系表示では：＜2𝜑(11) ⟹ 0＞である ことは上述した． 

最小２乗変分式：＜2𝜑(11) ⟹ 0＞は，キーパラメータを

変数とし，キーパラメータの変分式で満たして行く．（つ

まり，キーパラメータ＜{𝜑(11)}𝑘＞は ＜2𝜑(11) ⟹ 0＞の

変分のみに使う．） 

3Dでは，准C1級要素は＜{𝜑(110), 𝜑(011), 𝜑(101)}𝑘＞を含

み，C1級要素は 更に＜{𝜑(111)}𝑘＞も含む. 

したがって，准C2 級・C2 級要素のノードパラメータベ

クトルも 明らかであろう． 

なお，図１の関数項で表す高次要素を 同図のノードパ

ラメータで表す技法が C1級・C2級，… のポイントであ

る．（その技法は [Appendix-2] 参照のこと．） 

 

4． 平板 要素 

(1) 版と板曲げのせん断変形 

板曲げでは 面外せん断変形（Reissner / Mindlin 理論）

を省略するが，版では面内せん断変形：＜𝑢(01) + 𝑣(10)＞

も考慮する． 

したがって 板曲げも，対応する 面内せん断を考慮し，

版のせん断変形を 式(1) の弱解で，相殺（平衡）させる． 
 

∂

∂𝑦
(𝑧

∂𝜑

∂𝑥
) +

∂

∂𝑥
(𝑧

∂𝜑

∂𝑦
) +

1

ℎ
(𝑢(01) + 𝑣(10)) = 0 (1) 

 

既に述べたが，𝑧 は中立面を局所原点とする．（ℎ は板

厚．） 

式(1)は 𝑑𝑧 で平衡させる．弱形式は 式(2)で組立てる． 
 

2𝜑(11) + (𝑢(01) + 𝑣(10)) = 0 (2) 
 

(2) 耐震壁の計算法 

建築物の耐震壁とラーメン構造の 地震時の水平力分

担率は，構造設計者の いわゆる判断 で決める要素が大

きい． 

ただ，耐震壁は地中ばりと一体となって，片持ちばりと

して機能する例ばかりではなく，一階部分がピロティで，

２階以上から機能する，など様々である． 

したがって，ラーメン構造に 耐震壁を １枚の有限要

素として組み込んで，一体として計算する方法の結果は，

設計者の判断資料として重要である．（経験だけでは対応

できない資料が得られる．） 

その考え方は，有限要素法が構造計算に取り入れられ

た初期から在った． 

ただ，未だに片持ちばりとして組み込んでいる，ようで

ある． 

有限要素として組み込んでも，期待するような結果が

得られないからです． 

その原因は，板曲げ計算で 期待する結果が得られなか

った のと同じである． 

つまり，いずれもせん断力計算に，共役変数としての剛

体回転（渦度）の 最小化計算を組み込まなければ，桁落ち

を防げない． 

よって，横成分の＜𝑠ℎ𝑟𝒖T＞計算 と ＜𝑐𝑢𝑟𝑙𝒖T ⟹ 0＞

計算を 同時に行うことで解決する． 

縦成分＜∇𝒖L＞で表す 片持ちばり計算と，同時に行う 

ものである． 

1,   x,      x2,   x3,

y,   xy, x2y,   x3y,

y2,  xy2, x2y2,   x3y2,

y3,  xy3 ,  x2y3,   x3y3

, ,

1,   x,      x2,   x3,

y,   xy, x2y,   x3y,

y2,  xy2,

y3,  xy3
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横成分・縦成分を いずれもポテンシャル表示すれば，

前者は＜𝑠ℎ𝑟{𝜓(01), −𝜓(10)} ＞と＜𝑐𝑢𝑟𝑙{𝜓(01), −𝜓(10)} ＞

であり，後者（縦成分）は＜ ∇∇𝜑 ＞である． 

流れ関数表示のせん断と スカラーポテンシャル表示

のせん断は 等価：＜𝑠ℎ𝑟{𝜓(01), −𝜓(10)} = 𝑠ℎ𝑟∇𝜑 ＞である． 

上述による計算の 要素剛性には，設計者の判断で，適

当な係数を乗じる． 

有限要素では表せない 構造上の条件を反映させる た

めの操作である．（一般には剛性低減率．） 

 

5． 曲面板の計算法 

(1) 曲面形状の表示要素 

曲面形状は，NURBS モデルによるコンピュータグラフ

ィックスで，C1級曲面として与え得る． 

そのC1級曲面は，前述のC1級3D要素でも表し得る． 

グラフィックス システムの 曲面上の点の座標値（x,y,z）

を，3D要素のノードパラメータ数以上の点で与え，最小

２乗変分法で，3D要素のパラメータベクトル値を決定す

る．（NURBSのシステムで，ノードパラメータベクトル

値を 直接与え得れば，形状要素作成は より簡潔．） 

(2) 曲面上の板および版の変位と数値計算法 

3D要素で表される 曲面上の点を，Gauss数値積分点で

（積分点としても）選び，その点の接平面を＜ 𝑑Ω ＞として 

平板：“平面板・平版”を表し，“面内せん断”を介して，

連成式（連立方程式の係数行列）を構築する． 

ここでは，面外せん断変形はゼロ値とする． 

また，簡潔な説明のため 変形で表すが，平衡式とし 

板の変形には板の剛性を，版の変形には 版の剛性を乗

じる． 

板の（板曲げのたわみ）変数は，上述どおり，𝜑 で表す． 

版の変数は，横変数は流れ関数＜ Ψ ＞で表し，縦変数

は 板と区別するため，＜ 𝜙 ＞でも表す．（ 𝜙 ≡ 𝜑 ） 

“面内せん断”を介して 連成式を構築するには，板の

面内せん断と 版せん断の等値式に，版の共役変数最小化

式も連立させる． 

i.e.; ＜ 2𝜑(11) − 𝑠ℎ𝑟 Ψ ⟹ 0 ＞，＜𝑐𝑢𝑟𝑙 Ψ ⟹ 0 ＞ 

板曲げの式＜ D𝑏∇2∇2𝜑 = 𝑞 ＞の計算時に，＜∇2𝜑 ＞の

共役変数最小化式を連成させる技法は 当該項で述べた． 

版の縦成分計算も 同様に，dHd 法（多方向有限要素法）

に 依っている． 

(3) 板成分の面外せん断式 

板曲げでの 面外せん断変位は 式も値も 無視できる． 

曲面板では，面内せん断を考慮するなら 面外せん断は，

ゼロ値であっても 残差分散計算を組み込む必要がある． 

以下では，板・版 2D要素の座標系は＜ 𝑠, 𝑛, 𝜁 ＞とし，

導関数パラメータの右上添え字も その並び とする． 

連立方程式を表すパラメータの系は デカルト座標系

＜ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ＞とする． 

面内せん断は＜  Ψ3
(010)

+ Ψ3
(100)

  (Ψ3
(001)

= 0) ＞であ

るが，代数的に2D要素：(Ψ3
(001)

= 0)とし，多方向計算：

＜ Ψ3
(01∗)

⟹ 0,  Ψ3
(10∗)

⟹ 0 ＞とする． 

同様に 面外せん断は，𝑛 − 𝜁 面は＜ Ψ1
(001)

+ Ψ1
(010)

 ＞，

𝜁 − 𝑠 面は＜ Ψ2
(100)

+ Ψ2
(001)

 ＞であるが，それぞれ2D化

し，各項の最小化式＜ Ψ1
(∗ 01)

⟹ 0,  Ψ1
(∗ 10)

⟹ 0, ⋯ ＞を 

弱形式で組み込む． 

(4) 有限要素 

有限要素（ 𝜑, Ψ ）の形状は，板・版 いずれも2Dである

が，連成用の頂点ノード点 𝑘 のパラメータは3Dベクトル

とする． 

＜ Ψ ＞は 変位要素同様 C0 級とする．ただし，連成用

の頂点ノード点 𝑘 のパラメータは：＜ {Ψ1, Ψ2, Ψ3}𝑘 ＞と

する．（ ＜ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ＞系．） 

それらは 隣接要素と共有し，計算時に 当該版要素の

ノードパラメータ＜ {Ψ}𝑘 ＞に変換する． 

＜ {Ψ}𝑘  ＞に変換した 残りの成分で 面外せん断式を

積分して，連立方程式に組み込む． 

同様に 縦成分も 3Dの頂点ノードのパラメータベクト

ル＜ {𝜑, ∇𝜑, ⋯ , 𝜑(222)}𝑘  ＞とし，図２のように，2Dの板・

版の成分にそれぞれ変換して計算し，連立させる． 

図２ 曲面板要素のノードパラメータ 

図２は折板で示したが，形状要素はC1級（NURBSに同じ）

として 連立方程式頂点ノードを，その接平面状に 変換

して行く． 

(5) 板曲げでの検証問題 

ひとつは，既報の周辺固定正方形板計算例に，図２の版 

要素を加え，＜ Ψ ＞要素の パラメータを 新たに加える

効果 を検証する． 

いまひとつは 更に，図２と同じ要素群と 連立方程式

頂点ノードで 周辺固定正方形板を表し，面外せん断ゼロ

とノンゼロ値の両方を与え，そのスキームを検証する． 

 

板（Platte）の頂点ノードパラメータ

,

版（Scheibe）の頂点ノードパラメータ

連立方程式の頂点ノードパラメータ

,
,

,
+ {
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(6) C1 級 𝝍 要素の適用法 

薄肉シェル構造は 詰まる処 座屈などの有限変形解析

に発展せざるを得ない． 

そのためには 微小変形計算システムの段階から，横成

分には 変位計算が可能な 𝝍 要素を適用して置く方が 望

ましい． 

C1 級＜ 𝜓𝑖  ＞要素を 版に，2D化 流れ関数要素として，

板と同じ(𝑠 − 𝑛 )面には＜ 𝜓3 ＞を，(𝑛 − 𝜁) 面には＜ 𝜓1 ＞

を，(𝜁 − 𝑠) 面には＜ 𝜓2 ＞を，それぞれ充てる． 

連立方程式のパラメータは いずれも，＜ 𝜙 ＞と同じパ

ターンの パラメータベクトルとする． 

 

図３ C1 級 縦成分＜ 𝜓𝑖  ＞要素のノードパラメータ 

6． まとめ と 課題 

板曲げ問題で，いわゆる変位型C1級要素法を確立し，

報告して来た． 

そのスキームのポイントは，① 多方向有限要素法（共役

変数法）により，C1級要素の いわゆるアワーグラスモー

ド を抑えたこと，② せん断分布＜ 𝜑(11) ＞を キーパラメ

ータで最小化したこと に在った． 

Kirchhoff 理論では，“中立面”を“中点面”に一致さ

せることはできないので，面内せん断分布＜ 𝜑(11) ＞が表

れる． 

②は その最小化の操作であることに気付き，キーパラ

メータの他，版のパラメータ＜ {Ψ}𝑘  ＞の自由度も使う方

法を示した． 

その“板・版”スキームは そのまま，曲面板解法とし

て適用でき，その基本的方法を提示した． 

曲面板のノードパラメータは，板・版 と 連立方程式の

未知数としてのノードパラメータに分けて示した． 

前者は 後者を座標変換して表す． 

課題は，後者のキーパラメータの処理法に在る． 

スカラー・パラメータの C0 級＜ Ψ𝑖  ＞要素では問題ない

が，＜ 𝜓𝑖  ＞，＜ 𝜑 ＞要素では，後者のベクトル・パラメータ

に関して “キーパラメータ処理法確立” は，残された課

題である． 

付録１: 等分布荷重・周辺固定正方形板 

 

 

付録２: 高次要素のノードパラメータ表示による計算法 

有限要素の関数の係数ベクトルをノードパラメータ表

示するには，三角形要素の例では，ノードパラメータベク

トル{𝜑𝑘} ≡ {𝜑1, 𝜑2, 𝜑3} を，先ず要素関数で表す． 

つまり係数ベクトルを{𝜑(𝑖𝑗)}0 ≡ {𝜑(00), 𝜑(10), 𝜑(01)}0と

して，行列 [𝐀] を介し，{𝜑𝑘} = [𝐀] ∙ {𝜑(𝑖𝑗)}0 で表す． 

次いで，[A]−1 を計算して，{𝜑(𝑖𝑗)}0 = [𝐀]−1 ∙  {𝜑𝑘}で表

せばよい． 

ただし，要素重心を局所原点として [𝐀] ∙ {𝜑(𝑖𝑗)}0 を 表

したのでは，高次要素では [A]−1 は計算できない． 

そこで，要素を第Ⅰ象限に置くよう，局所原点を設定し

て計算すれば，[A]−1 は確実に計算できる． 

上述は高次要素に限らず，低次のC0 要素でも，菱型要

素の[A]−1 は計算できない．（第Ⅰ象限に置けば計算でき

る．） 

上述の知見は，高次要素法を可能とする第１歩である． 
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小数点3桁印刷
 々 4桁印刷

2×2 4×4   6×6     8×8     10×10  20×20

1.303     1.263     1.264     1.265      1.265       1.265

1.3030 1.2631   1.2643   1.2648    1.2651     1.2653

追加ケース： 30×30では=1.2653

40×40では=1.2653

双3次C1連続要素 Exact solution 1.265 (×10-3 ql4 / D)

       y               y

x

x 

 

     不可         可

 

版（Scheibe）のC1級 ノードパラメータ＜ 系＞

連立方程式の頂点ノード
パラメータ＜ 系＞
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