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We propose a three-dimensional multiscale analysis method for hyperelastic composites using a surrogate
homogenization model at finite strain. To create the constitutive database, numerical material tests are first
conducted on a representative volume element, using various macroscopic strain histories that are randomly
generated. Subsequently, radial basis function (RBF) interpolation is applied to the resulting dataset to con-
struct the surrogate homogenization model. Also, a three-dimensional macroscopic finite element analysis
is conducted using the obtained model to discuss the capability of the proposed method.
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1. 緒言
複合材料の力学的挙動を予測する手法として，均質
化法に基づくマルチスケール解析 [1] が用いられてい
る．一体型（FE2）[2]と，分離型 [3]が従来の手法とし
て代表的だが，それぞれ計算コストが高いことや，マ
クロ構成則の定式化とパラメータ同定が困難なことが
課題とされる．これらの課題を解決する目的で，近年
ではデータ駆動型の手法が注目を浴びている [4]．著者
らは，これまで弾塑性複合材料のデータ駆動型マルチ
スケール解析を目的として，ミクロ境界値問題の計算
プロセスを代替する代理均質化モデルを提案した [5,6]．
しかし，これらの手法は二次元解析にのみ適用されて
おり，三次元解析は未実施である．三次元の代理均質
化モデルを構築するにあたり，必要となる応力－ひず
み関係のデータ数は次元の増加に伴って指数関数的に
増加するため，従来手法ではモデルの構築が困難とな
る．したがって，三次元のマルチスケール解析を実現
するには，学習データの取得方法そのものを効率化す
る必要がある．
そこで本研究では，超弾性複合材料を対象として，三
次元の代理均質化モデルの学習データの取得方法につ
いて検討する．本手法では，マクロひずみの 6成分を標
準正規分布を用いてランダムに決定し，数値材料試験を
実施してマクロ応力ひずみ関係のデータベースを構築
する．このデータベースに対して放射基底関数（Radial
Basis Function: RBF）による大域補間を行い，代理均質
化モデルを作成する．数値計算例では，作成したモデ

ルを用いて三次元のマクロ解析を実施し，本手法の妥
当性を検証する．

2. 2スケール境界値問題
3次元空間において，周期的なミクロ構造（RVE）を
有する構造物の準静的問題を考える．２スケール収束理
論 [7]によれば，構造物の全体領域Ωϵはミクロ領域 ϵΩ0

とマクロ領域 Ω̃0 にスケール分離され，Ωϵ = Ω̃0 × ϵΩ0

と表される．ここで，ϵは全体領域に対するミクロ領域
の大きさを表す無次元パラメータである．また，ミク
ロ領域の物質点 Y ∈ ϵΩ0はマクロ領域の物質点 X ∈ Ω̃0

に関連して Y = X/ϵ と表される．
マクロ領域の物質点 X ∈ Ωϵ におけるマクロ変位を

ũ(X)とすると，対応するユニットセルの物質点 Y ∈ Ω0

のミクロ変位は次式で表される．

u (X, Y) = ∇Xũ (X) · Y + u′(X, Y) (1)

ここで，∇X•は •の X に関する勾配であり，u′(X, Y)
は擾乱変位である．このとき，マクロ変形勾配 F̃ (X)と
ミクロ変形勾配は次式のようになる．

F̃ (X) = ∇Xũ (X) + I (2)

F (X,Y) = F̃ (X) + ∇Yu′(X, Y) (3)

ここで，I は恒等テンソルであり，∇Y•は •の Y に関
する勾配である．擾乱変位について，ミクロ領域内で
Y について周期的に分布する Y–周期性を仮定すると，
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式 (3)より次の関係が得られる．

F̃ (X) =
1
|Ω0|

∫
Ω0

F (X,Y) dY (4)

つまり，ミクロ変形勾配 F (X,Y)の体積平均はマクロ
変形勾配 F̃ (X)と等しい．
ミクロ変位 u(X)は次式で表されるミクロスケールの
仮想仕事式を解くことで得られる．∫

Ω0

P (X,Y) : ∇Yδu(X, Y)dY = 0 (5)

ここで，δu(X, Y) はミクロ仮想変位である．また，
P (X,Y) はミクロ第一 Piola-Kirchhoff（PK）応力であ
り，任意のミクロ構成則を用いて計算される．
マクロスケールの仮想仕事式は∫

Ωϵ
P̃ (X) : ∇Xδũ (X)dX = Gext(δũ (X)) (6)

と表すことができ，δũ (X),Gext(δũ (X))はそれぞれマク
ロ仮想変位，外部仮想仕事である．また，P̃ (X)はマク
ロ第一 PK応力であり，次式で定義する．

P̃ (X) =
1
|Ω0|

∫
Ω0

P (X,Y) dY (7)

3. RBF補間に基づく代理均質化モデル
本節では，超弾性複合材料の RBF補間に基づく有限
変形代理均質化モデル [6]について説明する．まず，一
般的なデータベースに対する RBF補間について述べた
あと，代理均質化モデルの定義について説明する．

(1) 一般的なデータベースに対する RBF補間
補間の対象とするデータベース D interpol に含まれる

Nc 個の既知のデータ点 f(i) ∈ RNi と応答 ϕ(i) ∈ RNo が次
のような一対一の対応関係にあるとする．

ϕ(i) B ϕ
(
f(i)

)
=

{
ϕ(i)1 ϕ(i)2 · · · ϕ(i)N o

}⊤
,

(i = 1, · · · ,Nc)． (8)

また，任意の入力 f ∈ RNi と既知のデータ点 f の距離 r
をユークリッドノルム r(i)( f ) B ∥ f − f(i)∥で定義する．こ
の距離 rを独立変数とするスカラー値関数である RBF
を基底関数として，任意のデータ点に対する応答式を
近似的に表すことを考える．このとき，補間するデータ
ベースに対して適切な基底関数となるように，パラメー
タ nψ によって場合分けされる以下の RBFを用いる．

ψ
(
r(i) ( f )

)
=



nψ = 1: exp

−π
(

r(i)( f )
β

)2


nψ = 2:
〈
1 −

r(i) ( f )
β

〉
nψ = 3:

〈
ln

{〈
−

2r(i)

β
+ e − 1

〉
+ 1

}〉
(9)

βおよび nψ はハイパーパラメータであり，全てのデー
タ点に対して一意に定められる．この RBFを用いて，
式 (8)のベクトル値関数 ϕは次のように近似される．

ϕ( f ) =
N c∑
i=1

ω(i)ψ
′(r(i)( f )

)
(10)

ここに，ψ′ は正規化された RBFである．

ψ′
(
r(i)( f )

) ≡ ψ
(
r(i)( f )

)∑Nc
j=1 ψ

(
r( j)( f )

) (11)

また，ω(i) ∈ Rno は重み係数であり，次式より求められる

W =
(
Ψ ·Ψ⊤ + ηI

)−1 ·Ψ⊤P (12)

ここで，W，Ψ，Pは重みベクトル，カーネル行列およ
び応答データ行列であり，以下のように定義した．

W =
{
ω(1) ... ω(N c)

}⊤
(13)

P =
{
ϕ(1) ... ϕ(N c)

}⊤ ∈ RN c×N o (14)

Ψ =


ψ′

(
r(1)

(
f(1)

))
... ψ′

(
r(N c)

(
f(1)

))
...

. . .
...

ψ′
(
r(1)

(
f(N c)

))
... ψ′

(
r(N c)

(
f(N c)

))
 (15)

加えて，式 (12)の係数 ηは正則化パラメータと呼ばれ，
適切な値を与えることで教師データに対する過剰適合
を抑制する効果がある．しかし，ηの適切な値は理論的
に求めることができないため，最適化により他のハイ
パーパラメータ

(
β, nψ

)
と同時に決定する．本研究では，

差分進化 [8]を用いて次の損失関数 ēを最小化するよう
なパラメータの組を最適解として求める．

ē =

√√√√ N0∑
i0=1

N tst∑
i=1

{
ϕi0

(
f tst
(i)

)
− ϕtst

(i)i0

}2

Ntst
(16)

なお，N tst ∈ Nは補間するデータベース D interpolとは異
なるデータベースD testに含まれる，RBF補間の精度と
汎化能力を評価するためのデータ点 f tst

(i) と応答 ϕtst
(i) の

数である．

(2) 超弾性複合材料の代理均質化モデル
超弾性複合材料のマクロ第 2PK 応力 S̃ ∈ ℜ3×3 を，

RBF補間によって得られるベクトル値関数 ϕ( f ) ∈ ℜ6

を用いて次のように求める．
S̃ = G · ϕ( f ) (17)

ここで，関数 ϕは第 2PK応力テンソル S̃の各成分を応
答とし，Voigt表記を用いて次のように表される．

ϕ
(
f(i)

)
= ϕ(i) B

{
S̃ 11, S̃ 22, S̃ 33, S̃ 12, S̃ 23, S̃ 13

}⊤
(18)

また，G ∈ ℜ3×3×6 はベクトルを 2階テンソルに変換す
る 3階テンソルである．さらに，説明変数 f は次のよ
うに定める．

f(i) B{Ũ11, Ũ22, Ũ33, Ũ12, Ũ23, Ũ13}⊤ (19)
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ここで，Ũはマクロ変形勾配 F̃を Flory分解すること
で得られる右ストレッチテンソルである．
また，式 (17)のマクロ第２ PK応力を用いると，式

(6)のマクロつり合い問題におけるマクロ第 1PK応力 P̃
は次式のように表される．

P̃ = F̃ · S̃(ϕ( f )) (20)

最後に，マクロつり合い問題をマクロ変位 ũに関し
て解くために必要な材料接線係数は初期配置において
以下のとおり解析的に求めることができる．

C̃ =
∂S̃
∂Ẽ
= H · ∂ϕ

∂ f
· ∂ f
∂Ũ
· ∂Ũ
∂Ẽ

(21)

このようにして得られた初期配置のマクロ接線係数を，
次式で定義する第１ PK応力 P̃と変形勾配 F̃に対応し
た接線係数に変換する．

∂P̃i j

∂F̃kl
= F̃imF̃knCm jnl + δikS̃ l j (22)

(3) 学習データの取得方法
代理均質化モデルの構築に必要なデータベースを作成
するために，代表体積要素（Representative Volume El-
ement: RVE）に対してさまざまなパターンのマクロ変
形勾配を与えて数値材料試験を実施する．この際に与
える変形勾配 F̃ = R̃ · Ũの回転成分は常に R̃ = Iで固定
し，ストレッチ Ũの時刻歴を作成することで NMTで
与えるマクロ変形勾配の履歴を決定する．さらに，与
える時刻歴 Ũ(t)を次式のように表す．

Ũ(t) = Ũ rλ(t) + I (23)

ここで，λ(t)は時刻 tにおける成分比率の大きさをスカ
ラーで表すロードファクターである．Ũ r ∈ ℜ3×3は Ũ− I
の各成分の比率を表す定数の対称テンソルであり，フ
ロベニウスノルムが ∥Ũ∥ = 1となるように決定する．な
お，このテンソルを以下では成分比率テンソルと呼ぶ．
なお，著者らの先行研究 [6]では，マクロスケールに
おいて平面ひずみ条件を仮定し，成分比率テンソルの
うち

(
Ũ ,r11, Ũ ,r22, Ũ ,r

12

)
のみを単位球面上から等間隔

にデータ点を取得いた．しかし，この手法を三次元に拡
張すると，必要なデータ点数が次元の増加に伴って指
数関数的に増加するため，RBF補間によるモデル構築
は現実的でない．そこで本研究では，Mullerが提案し
た標準正規分布に基づく高次元球面上の一様サンプリ
ング手法 [9]を用いる．まず，成分比率テンソルの独立
な 6成分を v =

(
Ũ r

11 Ũ r
22 Ũ r

33 2Ũ r
12 2Ũ r

23 2Ũ r
31

)⊤ と
おく．次に，ベクトル v∗ ∈ R6 の各成分を標準正規分布
に従って独立に生成し，次式のように正規化すること
で vを得る．

vi =
v∗i√∑N
j=1x∗ 2

j

(24)

Y1

1.0

1.0 1.0

Material 1

Material 2Y2

Y3

図–1 RVE model

4. 数値計算例
数値計算例を通して，提案手法の妥当性について検討
する．本例題では，基礎的検討として超弾性体の RVE
モデルを用いてマルチスケール解析を実施する．用い
る RVEモデルを図–1に示す．Material 1, Material 2の
材料構成則はともにNeo-Hookean超弾性構成則であり，
それぞれのヤング率は E1 = 1.0 × 103 MPa, E2 = 1.0 ×
105 MPa，ポアソン比は ν1 = 0.2, ν2 = 0.3である．

5. オフライン計算
RBF補間と最適化に必要なデータベース D interpol と
D testを作成するために，(3)で述べた方法でマクロ変形
勾配履歴を作成して数値材料試験（NMT）を実施する．
データベース D interpol では，200種の成分比率 Ũ(t)を
用意し，各成分比率ごとにロードファクターを 0から
0.1まで変化させ，0.01刻みでデータを 11点取得した．
データベースD testについては，1400種の成分比率 Ũ(t)
を用意し，ロードファクターを 0から 0.1まで変化させ，
等間隔に 14点のデータ点を取得した．作成したデータ
ベースを用いて最適化を実施し，得られたハイパーパ
ラメータを表– 1に示す．

表–1 Hyperparameters
nϕ β η

1 2.83 × 10−1 7.44 × 10−9

得られた代理均質化モデルの精度検証のため，デー
タベース D interpolと D testに含まれるマクロ第 2PK応力
を再構築する．図–2は，データベース D interpol と D test

に含まれるすべての第 2PK応力に対応する代理均質化
モデルの応答を青色のマーカーで表している．なお，グ
ラフの横軸がデータの値であり，縦軸は代理均質化モ
デルの応答である．また，赤色の直線は代理均質化モ
デルの応答が教師データの値に完全に一致する場合の
基準線を示しており，全てののマーカーが基準線付近
に分布しているため，代理均質化モデルが教師データ
を精度よく再現していることを確認できる．

(1) オンライン計算
作成した代理均質化モデルを用いてマクロ構造の有
限要素解析を実施し，FE2 の結果と比較する．図–3は
マクロ構造の有限要素メッシュと境界条件を示してお
り，モデル左端は変位を固定し，右端の縁に等分布荷
重を与える．図–4は，モデル右端の等分布荷重が作用する縁のう
ち，手前側の縁における荷重－変位曲線を示す．ここ
で，FE-Surrと FE2はそれぞれ代理均質化モデルを用い
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図–2 Reconstruction of surrogate model
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図–4 Load-displacement curve

たマクロ解析と FE2 法の結果である．図から，提案手
法と FE2の結果はよく一致していることが確認できる．
さらに，図–5は等分布荷重を与えたときのマクロ構
造の変位量分布と変形を示している．この結果より，２
つの手法から得られた変位量分布は一致しており，構
築した代理均質化モデルが従来の FE2 と同様の精度で
超弾性材料のマルチスケール解析を実施可能であるこ
とが分かる．

0.0
[ m ](a) FE-Surr (b) FE2

1.64

|| u ||~

図–5 Displacement magnitudes of the macrostructures with
the actual configurations

(2) 結論
本研究では，有限変形理論の枠組みで超弾性体複合
材料の三次元マルチスケール解析を実施した．本手法
では，右ストレッチテンソルの成分比率テンソルの 6成
分をMullerの手法により一様にランダム生成し，数値
材料試験を行うことでマクロ応力－ひずみ関係のデー
タベースを構築した．そして，このデータベースに対
して RBFによる大域補間を行い，代理均質化モデルを
作成した．数値計算例では，構築したモデルを用いて
三次元のマクロ解析を実施し，提案手法の妥当性を検
証した．その結果，従来の FE2 と同様の精度で超弾性
材料のマルチスケール解析を実施可能であることが確
認された．今後は，本手法を弾塑性複合材料のマルチ
スケール解析へと拡張する．
謝辞: 本研究は JSPS 科研費 JP24KJ0418 の助成を受
けたものです．
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