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楕円体すべり面と粒子群最適化を用いた
三次元極限平衡法の広域斜面安定解析への適用
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In large-area slope stability analyses using the three-dimensional limit equilibrium method, spherical slip
surfaces are commonly assumed, as exemplified by Scoops3D. In this study, we introduce an ellipsoidal slip
surface-based approach. Constraints based on digital elevation model data are imposed on the slip surface,
reducing the number of parameters be determined, and particle swarm optimization is employed to efficiently
identify the critical slip surface. . The analysis results demonstrated that the proposed method enhances both
the accuracy and computational efficiency compared to the spherical slip surface-based analysis.
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1. 諸言
我が国には，2025年現在で約 70万箇所もの土砂災
害警戒区域が存在する．土砂災害は，特に豪雨や地震
を誘因とするものが多く発生し，近年では令和元年東
日本台風や令和 6年能登半島地震で多くの斜面崩壊が
発生した．こうした土砂災害を誘発する災害が頻発す
る一方で，対策のための予算・時間は有限であるため，
効率的な対策が求められている．対策の効率化のため
には，斜面の事前評価が有効であるが，豪雨や地震は，
広域に影響を及ぼす災害であるため，それに誘発され
る斜面崩壊の危険度評価は，広域に対してなされるの
が望ましい．
広域の斜面危険度評価においては，機械学習と組み
合わせた統計モデルや，無限斜面仮定に基づく危険度
評価が多く報告される．その主な理由は，以下の 2つ
である．
• 計算自由度の大規模化に伴う計算コストの増加を
避けるために，計算コストの低いモデルが優先さ
れるため
• 広域を俯瞰する場合，一連の斜面崩壊過程のを追
跡することよりも，危険な場所とその程度の大き
さを知ることが重要視されるため

他方で，計算機能力の向上を追い風として，広域解析
における 3次元解析手法の適用も現実的な選択肢とな

りつつある．現在，広域斜面安定解析において最も広
く用いられている 3 次元解析ソフトウェアとしては，
USGS (United States Geological Survey) が開発してい
る Scoops3D[1]がある．Scoops3Dは，球面をすべり面
と仮定した 3次元極限平衡法 (LEM: Limit Equilibrium
Method) による安全率計算が実装されたソフトウェア
である．球面すべり面は決定すべきパラメータが少な
いため，3次元解析であっても現実的な計算コストで解
析が可能である．一方で，形状の異なる斜面が複数存
在するような広域実地形では，すべり面形状が斜面に
より大きく異なることが想定される．そのため，球面
ではすべり面を表現できない可能性が高く，幾何学的
に自由度の高い形状によってすべり面を表現すること
が望ましい．以上を踏まえて，本研究では，球面すべ
り面の拡張として，楕円体をすべり面として仮定し広
域を効率的に探索する枠組みを構築することを目的と
する．なお，楕円体を仮定することによる計算コスト
の増加については，粒子群最適化 (PSO: Particle Swarm
Optimization)[2]を適用することによってその効率化を
図る．

2. 解析手法
LEM解析における想定可能なすべり面は，実質無限
通りのケースが存在する．そこで，現実的な時間で計
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図–1 DEMセルを構成する 4節点

算を終了できるよう制約を与えなければならない [3]．
本研究では，実地形の数値標高モデル (DEM: Digital
Elevation Model)の情報から，解析の想定ケースに制約
を与える．以降では，DEMの情報による制約と，具体
的な安全率の算出手順について説明する．

(1) ターゲットセルの抽出
本研究では，楕円体の設置の基準となる DEMセル

(ターゲットセル)を地表面の角度により抽出する．図
–1のように，4つの節点 (xi, yi, zi)(i = 1, 2, 3, 4)から構
成される DEMセルの x，y方向の平均標高差 ∆zx，∆zy

を次式で算出する．

∆zx =
(z2 + z3) − (z1 + z4)

2
(1)

∆zy =
(z3 + z4) − (z1 + z2)

2
(2)

上式を用いて，次式のように DEMセルの平均傾斜角 θ
を算出する．

θ = arctan
√

(∆zx/∆x)2 + (∆zy/∆y)2 (3)

本研究の実地形解析では，θが 20◦から 60◦の DEMセ
ルをターゲットセルとして抽出する．

(2) ターゲットセルを基準とした楕円体の設置
楕円体を設置するために必要なパラメータは，中心
座標 (xc, yc, zc)，楕円体の半径を定義する 3方向 [ζ, ξ,ϑ]
(以降では 3軸方向と表記する)，各方向の半径 (rζ , rξ, rϑ)
である．球を仮定する場合の大きな利点は，半径が 1つ
のみであることと，3軸方向を決める必要がないという
点である．特に，楕円体の 3軸方向は正規直交基底であ
る限り任意に設定できるため，決定することが難しい．
本研究では，楕円体の 3軸方向と中心座標にDEMの
情報から制約を与える．まず，ターゲットセルの DEM
データを用いて，正規直交基底 [ζ0, ξ0,ϑ0]を次式で算
出する．

ζ0 = −
(∆zx,∆zy,∆z2

x + ∆z2
y)T

|(∆zx,∆zy,∆z2
x + ∆z2

y)| (4)

ϑ0 =
(−∆zx,−∆zy, 1)T

|(−∆zx,−∆zy, 1)| (5)

ξ0 = ϑ0 × ζ0 (6)

図–2 DEMセルから算出される正規直交基底

ここで，図–2に示すように，ζ0はターゲットセルの勾
配の最も大きい方向を示す単位ベクトル，ϑ0はターゲッ
トセルの単位法線ベクトル，ζ0 は ϑ0 と ζ0 と右手系を
なす方向の単位ベクトルである．
a) 3軸方向の決定
本研究では，楕円体の回転 (3軸方向の回転)を考慮
する．[ζ0, ξ0,ϑ0]を，ϑ0を回転軸とし，半時計まわりに
λ回転させた場合の 3軸方向 [ζ, ξ,ϑ]は次式のように表
現される．

ζ

ξ

ϑ

 =


cos λ − sin λ 0
sin λ cos λ 0

0 0 1



ζ0
ξ0

ϑ0

 (7)

b) 中心座標の制約
前述の通り，ターゲットセルは楕円体設置の基準と
なるセルであるため，効果的な計算のためには，楕円
体により抽出されるすべり体に，ターゲットセルが必
ず含まれるようにする必要がある．そのため，楕円体
の中心座標 (xc, yc, zc)に次式のような制約を与える．

(xc, yc, zc)T = (x0, y0, z0)T + κrϑϑ0 (8)

ここで，(x0, y0, z0) はターゲットセルの中心座標，κ ∈
[0, 1)である．これにより，楕円体の移動方向がターゲッ
トセルの法線方向に限定され，すべり体に必ずターゲッ
トセルを含むようになる．

(3) 楕円体によるすべり体の抽出
基底を [ζ, ξ,ϑ]とし，各方向の半径を (rζ , rξ, rϑ)とす
る楕円体は次式で表現される．


ζ

ξ

ϑ


T


1
r2
ζ

0 0

0 1
r2
ξ

0

0 0 1
r2
ϑ



ζ

ξ

ϑ

 = 1 (9)

ここで，ζ，ξ，ϑ は，基底 [ζ, ξ,ϑ] から見た位置ベク
トルの成分である．e1 = (1, 0, 0)T, e2 = (0, 1, 0)T, e3 =

(0, 0, 1)Tを，基底ベクトルとする正規直交基底 [e1, e2, e3]
において，楕円体の中心座標を (xc, yc, zc)とすると，式
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(9)は次式のように書き換えられる．
x − xc

y − yc

z − zc


T

RT


1
r2
ζ

0 0

0 1
r2
ξ

0

0 0 1
r2
ϑ

 R


x − xc

y − yc

z − zc

 = 1 (10)

R =


ζ · e1 ζ · e2 ζ · e3

ξ · e1 ξ · e2 ξ · e3

ϑ · e1 ϑ · e2 ϑ · e3

 (11)

すべり体の算出については，式 (10)の (x, y, z)に節点座
標を代入し，(左辺) ≤ 1を満たす節点をすべり体を構成
する節点として抽出する．また，すべり面 z座標は，節
点座標の (x, y)座標のみを式 (10)に代入した場合に算
出される z座標とする．

(4) 安全率の算出
LEMは安全率を抵抗力と駆動力の比として算出する
方法である．安全率 F は次式のように定義される [4]．

F =
1
T
{cA + (N − uA(g · n)2) tan ϕ} (12)

ここで，T はせん断力，cは粘着力，Aはすべり面の面
積，Nは垂直力，uはすべり面上の間隙水圧，ϕは内部
摩擦角，gは重力の単位方向ベクトル，nはすべり面の
単位法線ベクトルである．N，T の導出は，いくつか存
在する LEMの手法ごとに異なるが，本研究では，基本
的な実装として，3次元 LEMの中で安全率の求解に収
束計算を必要としない唯一の手法である Hovland法 [5]
を採用する．土柱間に作用する内力を無視し，土柱 1つ
に着目したすべり面の法線方向のつり合いを考えると，
Hovland法におけるすべり土柱 (i, j)に作用するせん断
力の大きさ T と垂直力 N は次式のように表現される．

N = −W(g · n) (13)

T =
1
F
{cA − (W(g · n) + uA(g · n)2) tan ϕ} (14)

本研究では，モーメントのつり合い軸は楕円体の 3軸
方向ベクトルの 1つである ξに一致するものとして安
全率を算出する．この ξ を用いると，モーメントのつ
り合い式は次式のように表現される．∑

(rb × T + rb × N + rg ×W) · ξ = 0 (15)

ここで，rbは楕円体中心からすべり土柱 (i, j)底面への
位置ベクトル，rgは楕円体中心からすべり土柱 (i, j)の
重心への位置ベクトルである．安全率 Fは，式 (15)に，
式 (13)と (14)を代入することで算出される．なお，表
記の簡単のため，式 (13)，(14)，(15)において，Fおよ
び ξ以外のすベてで，すべり土柱番号を示す (i, j)を省
略している．

(5) 粒子群最適化による臨界すべり面探索
LEMにおける臨界すべり面探索は，すべり面を定義
するパラメータを設計変数とする，安全率の最適化 (最
小化)問題として定義される．本研究では，この最適化
問題の求解のために PSOを導入する．

図–3 解析に使用する実地形データ (岩手県釡石市)

PSOでは，はじめに D次元空間に M 個の粒子をラ
ンダムな位置に発生させ，それぞれの粒子で目的関数
の値 (安全率)を計算する．前節までの議論により，本
研究における設計変数は rζ , rξ, rϑ, κ, λ の 5 つであるか
ら，PSOにおける粒子の探索空間は 5次元 (D = 5)と
なる．また，初期速度については全ての粒子で 0とす
る [6]．第 1ステップでは全ての粒子について，初期位
置がパーソナルベスト xpb として記録され，その中で
最も小さい安全率を算出した粒子位置をグローバルベ
スト xgbとして記録する．その後，粒子の速度と位置を
以下の式で更新し，終了条件を満たすまで速度と位置
の更新を繰り返す．

vm,k+1 =ωvm,k + c1rand1(xm,k
pb − xm,k)

+ c2rand2(xk
gb − xm,k)

(16)

xm,k+1 =xm,k + vm,k+1 (17)

ここで，ωは慣性重み係数，c1 は局所重み係数，c2 は
大域重み係数，rand1，rand2はどちらも [0, 1]の一様乱
数，mは粒子番号 (m = 1, 2, ...,M)，kは計算ステップ数
である．

3. 球と楕円体の安全率の比較
本章では，実地形データを用いて，球と楕円体で解析
を実施することによって，それぞれの臨界すべり面 (最
小安全率を与えるすべり面)の探索能力を分析する．使
用する実地形データは図–3に示す岩手県釡石市の 600
m× 600 mの 1 mメッシュ実地形データである．検討
する球と楕円体のパラメータ範囲を表–1に示す．また，
粘着力は 10 kPa，内部摩擦角は 30 ◦，単位体積重量は
20 kN/m3 とする．

表–1 球と楕円体のパラメータ範囲
Min Max

r (rζ , rξ, rϑ) [m] 10 30
d 0.4 0.9
λ [◦] -30 30

各パラメータの次元を等間隔で 11分割 (r, rζ , rξ, rϑは
2 m，κは 0.05，λは 6◦ 刻み)し，全てのパラメータの
組み合わせについて計算した場合の球と楕円体の解析
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図–4 球による解析結果 (グリッドサーチ)

図–5 楕円体による解析結果 (グリッドサーチ)

図–6 球と楕円体の安全率の差

結果をそれぞれ図–4，図–5に示す．また，図–6に安全
率の差 (球 −楕円体)を示す．図–6では，楕円体の方が
安全率が小さい部分 (赤色の部分)が多くの領域を占め
ている．これは，楕円体がより危険なすべり面を探索
できているということを示している．

4. 実地形への楕円体すべり面と PSOの適用
前章では，楕円体の方が最小安全率を探索する能力
が高いことを示したが，計算コストが大きく異なって
いる．前章の計算条件では，ターゲットセル 1つにつ
き，球が 3次元，楕円体が 5次元のパラメータ空間を探
索しているため，それぞれ 113 (1331)回，115 (161051)
回の安全率の計算を行うこととなり，計算コストは 112

(121)倍異なる．本章では，.この計算コストが増大す
る問題を解消するため，PSOを導入し，それによる計

図–7 更新上限回数による活性度の変化

図–8 更新上限回数による相対誤差の変化

算量の低減効果を分析する．

(1) 実地形解析による PSOのパラメトリックスタディ
PSOの収束性と精度を議論するために，粒子群の活
性度 Actと，相対誤差 RE を次式のように定義する．

Act =

√√√
1
M

M∑
m=1

(vm)2 (18)

RE =
F(x) − F′(x)

F′(x)
(19)

x = (rζ , rξ, rϑ, κ, λ) (20)

ここで，F(x)は PSOにより算出された安全率 (グロー
バルベスト)，F′(x)はグリッドサーチ (先述の次元を等
間隔で分割して総当たりの計算を行う方法)により算出
された安全率 (参照解)である．以降での参照解は，前
章の楕円体のグリッドサーチの結果 (1ターゲットセル
あたり 115回の計算を行ったもの)とする．なお，PSO
はパラメータ空間を離散化する必要がないため，グリッ
ドサーチよりも小さい安全率が算出される可能性があ
る．その場合，F(x) = F′(x)として，PSOが正しく安
全率を算出したと判定する．
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粒子の数 M を M = 10, 20, 40, 60, 100 とし，更新上
限回数を 10から 100まで 10刻みで変化させた場合の，
計算終了時の活性度と相対誤差をそれぞれ図–7，図–8
に示す．なお，これらの結果は，同一条件で PSOによ
る計算を 5回繰り返し行い，全てのターゲットセル (合
計 10018)セルの平均値をとったものである．図–7から
は，更新上限回数が多くなるほど活性度が徐々に低下
していく傾向が確認できる．これは，粒子の移動速度
が発散せず，PSOの計算が適切に収束に向かっている
ことを示している．図–8からは，M = 10の場合を除
き，更新上限回数の変化に対して，相対誤差は大きく
変化しないことが確認できる．これは，十分な数の粒
子が存在する場合，まだ粒子群の活性度の高い状態で
算出されたグローバルベストが，その後の計算で更新
されても大きな値の変化はない，もしくは更新されな
いことを示している．一方で，図–8の粒子数ごとのプ
ロットの位置関係を見ると，同一の更新上限回数の場
合，粒子数の増化にともなって，相対誤差は小さくなっ
ている．これは，一定の目的関数 F(x)の評価回数 (粒
子数 ×更新回数)を想定した場合，本研究で提案するす
べり面のパラメータ設定では，更新回数よりも，粒子
数が多い方がより良い精度で計算を行うことができる
ということを示している．

(2) PSOによる計算条件の検討
LEMの臨界すべり面探索における計算コストは，(目
的関数の計算時間)+(パラメータの更新に要する時間)で
定義される．しかし本研究では，目的関数の計算 1回
に要する時間に対して，PSOによるパラメータの更新
1 回に要する時間は十分に小さい．そのため，ここで
は，目的関数の評価回数で計算コストを議論する．前
述の通り，PSOを用いた臨界すべり面探索では，目的
関数の評価回数は，(粒子数 ×更新回数)で定義される．
前章での球による解析では 1331回であったこと，およ
び前節の議論を考慮して，PSOによる目的関数の評価
回数を 1200回 (粒子数 60，更新 20回)とした場合の結
果を図–9に，同一地点での参照解と PSOの安全率の差
を図–10に示す．図–10から，安全率が比較的大きい部
分では，PSOによる安全率がグリッドサーチよりも大
きい部分 (赤色の部分)が散見されるが，正しく安全率
を算出できている点 (灰色の部分)が多いことが確認で
きる．これにより，PSOの導入によって楕円体を用い
た場合に発生する計算コストの増大の問題を解消でき
る可能性が示された．

5. 結言
本研究では，3次元 LEMによる広域斜面安定解析の
計算精度を向上させることを目的として，DEMの情報
による制約を加えた楕円体すべり面を導入した．加え
て，球と比較して高次元の空間の探索となる楕円体の
臨界すべり面探索を効率化することを目的として，PSO
による臨界すべり面探索を導入した．その結果，楕円
体の導入により，球の解析と比較して最小安全率を探
索する能力が向上し，PSOの導入によって，楕円体で
増大した計算コストを抑えることに成功した．本研究
では，PSOの計算条件は簡易的なものであっため，さ

図–9 楕円体と PSO (粒子数 60，更新 20回)による解析結果

図–10 楕円体解析での PSOとグリッドサーチの安全率の差

らなる計算効率化のため，実地形における PSOの初期
値の設定や計算終了条件の詳細な検討が今後の課題で
ある．
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