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Lattice Boltzmann method is well known as low consumption of calculation time and high numerical 

stability. Modified lattice kinetic scheme, which is a kind of lattice Boltzmann method, can be adapted to 

two phase flow with high differences density and viscosity. Conserved Allen-Cahn equation provides 

effective method to track free surface movement for two phases flow. This equation has been expanded 

to multi-phases flow as a multi-phase conserved Allen-Cahn equation. In this study, modified lattice 

Boltzmann scheme formulation for the multi-phase conserved Allen-Cahn equation was derived. This 

equation was validated in a fundamental problem consisting of three fluid phases system, in which a 

bubble is rising in two liquid phases. 
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1． はじめに 

流体計算において格子ボルツマン法（LBM）は高速か

つ高安定の手法としてよく知られている．改良Lattice 

Kineticスキーム（MLKS）[1]は密度と粘性係数が大きく異

なる2相流の安定計算を目的に開発された手法である．

MLKSは，連続の式とナビエストークス方程式との直接的

変換ができる．このため，2相間自由表面捕捉法として近

年よく用いられる保存型アレンカーン（CAC）方程式も容

易にMLKSの形式に変換でき，自由表面を伴う2相流体の

高速かつ安定した計算を可能としている．一方，CAC方程

式は多相系にも拡張されている．そこで，本研究では，

MLKS形式の多相系CAC（MCAC）方程式を導出した．そ

して，3相系の流れへの適用を試みたので報告する． 

2． 改良Lattice Kineticスキームとマルチフェーズ

保存型アレンカーン方程式 

2相界面のCAC方程式は次式で示される． 

Sh
𝜕𝜙
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𝜕
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ここで，𝑢𝛼は流速，𝜙は相オーダー，Wは界面厚み，𝑀𝜙は

モビリティ，Shはストローハル数である．LBMでは無次

元表記で定式されるため，式（1）も無次元化されている

ことに注意する．式（1）の1次元平衡解は，𝜙 = [1 − tanh(2𝑥/

𝑊)]/2であり，フェーズフィールドを表現している事が分

かる．式(1)を，MLKS形式で表現すると次式となる． 

{
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 (2) 

ここで，𝒄𝑖と𝐸𝑖は，それぞれ格子気体モデルの粒子速度と

重みであり，本研究では3次元のD3Q15モデルを用いた．

緩和係数𝐴はモビリティ𝑀𝜙と𝑀𝜙 = (1 − 𝐴)𝛥𝑥/6の関係が

ある．一方，多相系のCAC方程式はLeeとKimにより次式

で与えられている[2]． 
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(3) 

ここで，𝜙𝑖はi相のフェーズフィールドオーダー(0 ≦ 𝜙𝑖 ≦

1)である．詳細は省略するが，式（1）から式（2）と同様

の操作を経て，式（3）は次のMLKSの式に変換される[3]． 
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式（4）と連成させる流れ場のMLKS式を示しておく．

LBMでは弱圧縮性を許容しており圧力方程式を解かない

が，MLKSでは次の繰返し式により圧力𝑝を求める． 

{
 
 

 
 
𝑝(𝒙, 𝑡 + 𝛥𝑡) = 𝑝(𝒙, 𝑡) +
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3
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15
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 (5) 

ここで，𝜔は加速緩和係数，𝑔𝑖
eqは平衡分布関数であり次式

で与えられる． 

𝑔𝑖
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= 𝐸𝑖 [3𝒄𝑖 ⋅ 𝒖 +

9

2
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2 −
3

2
𝒖2] (6) 

流速𝒖は次式で求める． 

𝒖(𝒙, 𝑡 + 𝛥𝑡) =∑𝒄𝑖 {
𝛥𝑃𝑖(𝒙, 𝑡 + 𝛥𝑡) + 𝑔𝑖
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+3𝐴𝑢𝐸𝑖𝑐𝑖𝛽[𝑢𝛽(𝒙, 𝑡) − 𝑢𝛽(𝒙 − 𝒄𝑖𝛥𝑥, 𝑡)]
}
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ここで，𝐴𝑢は粘性係数𝜇と𝜇 = 𝜌(1 − 𝐴𝑢)Δ𝑥/6の関係がある．

また，𝑭buoyは重力，𝑭SVは次式の界面領域での張力を示す． 

 

{
 
 

 
 𝐅SV =

1

2
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3
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,

𝜉 = B𝜙𝑖𝜙𝑗|∇𝜙𝑖||∇𝜙𝑗|,      B =
15W

2 tan−1(1 − 2𝜆)
,     λ≔0.1

 (8) 

以上，自由表面を伴う多相流れ場を，MLKSで統一表現さ

れた式（4），（5），（7）により計算する． 

3． 液体２相間の気泡の解析 

(1) 計算条件 

試験計算として，Aiharaら[4]が提案した２次元モデル

に類似した3次元モデルを設定した．計算モデルを図１に

示す．図中において，𝐿 = 30 ∆𝑥であり，格子幅を1/6400 m

とした．上部に液相２を，下部に液相３を配置し，界面中

央に球形の気相１の中心となるように配置した．気相と

液相の密度比は1000程度に取った．また，気相1，液相2，

液相3の粘性係数は，それぞれ1.0 × 10−5 Ps⋅s，1.0 ×

10−3 Ps⋅s，1.83 × 10−5 Ps⋅sとした．CACパラメータは，界

面厚みを𝑊 = 4 ∆𝑥, 緩和係数A=0.6とした．代表長さを格

子幅とし，粒子速度cを200 m/sとした． 

 

 

図1における界面エネルギーは，𝜎31 = 𝜎23 = 1 N/mとし，

𝜎12 = 0.3 N/m (Case-1), 1 N/m (Case-2), 1.5 N/m  (Case-3)

と変化させ比較した．  

(2) 計算結果 

図2に概ね平衡に達した時点での密度と相分布を示す．

のCase-1では気相の浮力が相対的に強く，Case-2では概ね

釣合った形態を示す．一方，Case-3では，気泡と液相2側

の界面を内側に引き寄せるために，気泡はむしろ降下す

る傾向になる事が分かる．このように界面エネルギーの

違いによる相分布形態の違いが確認された． 

 

 

 

4． まとめ 

密度と粘性係数の差が非常に大きな2相流に対して

MLKSの有効性は知られていたが，自由表面捕捉のための

CAC方程式対するMLKS式が2相間に限られており，多相

系への適用が困難であった．本研究で，多相系CAC方程式

のMLKS式を導出し，3相流れに適用し検証した． 
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図-2 (a)密度分布と(b)相分布，(1)Case-1，(2)Case-

2，（3）Case-3 

図-1 計算モデル 
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