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マイクロカンチレバー試験のための
ロバストなSPHシミュレーション

Development of Robust SPH simulation for inter-/intra-granular crack propagation in
micro-cantilevers
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For the ceramics material, micro-cantilever test is widely used to evaluate mechanical properties and un-
cover its fracture mechanism. According to recent studies, it is known that the crack propagation in micro-
cantilevers occurs in the inter-granular and intra-granular regions. However, it is impossible to know which
crack propagation occurs in the micro-cantilevers before the test. To express this complex fracture phe-
nomenon, a simulation method that can consider both intergranular and intragranular crack propagation is
required. However, traditional FEM has limitation to simulate the intra-granular crack propagation in the
micro-cantilevers due to its spatial discretization. Motivated by this, this study aims to develop a simula-
tion which can consider and simulate inter-/intra- granular crack propagation in micro-cantilevers by using
Smoothed Particle hydrodynamics(SPH), a meshless method.
Key Words : SPH, micro-cantilever test, crack propagation, brittle fracture

1. はじめに
多結晶セラミックスは，優れた機械的特性を有する
ことから，幅広い産業分野で用いられている．しかし，
近年の高度な製品設計においては，単に弾塑性挙動を
理解するだけでなく，破壊に至るまでの挙動，特に破
壊メカニズムの解明が極めて重要だとされている．

Tatami ら [1]の研究によると，セラミック製マイク
ロカンチレバーの破壊は，粒界の破壊（inter-granular
crack）だけでなく，弾塑性挙動の後に粒内の破壊（intra-
granular crack）によっても生じることが示されている．
また，試験前に粒界が破壊されるのか粒内が破壊され
るのかを予測することは依然困難であり，完璧に同様
な試験片を作成し，同様な条件の下で試験を行うこと
はできないと言われている．
このような複雑な破壊現象をシミュレーション上で
うまく再現するには，粒界および粒内の破壊を同時に
考慮できるような手法が求められる．従来の有限要素
法（FEM）は，特定の破壊基準に基づいてノードを分
割することで，き裂を表現することが可能であるが，破
壊経路を事前に定義する必要がある．特に粒内での破
壊を考慮する場合には，破壊経路が予測できず，計算
が困難とされている．
そのため，本研究では大変形や破壊の解析に優れた
とされているメッシュフリー法の Smoothed Particle Hy-
drodynamics（SPH）法 [2]を用いる．SPH法はパーティ
クルに変形の履歴を持たせることが可能であるため，弾
塑性挙動も表現できる．しかし，従来の SPH法は運動

方程式を陽的に解き，構成則においても陽的解法を用
いることが多く，数値的不安定性が生じやすいと言わ
れている．特に本研究で取り扱う破壊解析のように不
安定になりやすい解析においては，計算の安定性が求
められる．
大きな変形を扱う際 [3]，弾塑性挙動において回転の
影響を分離して考えるため，超弾性ベースの材料モデ
ルがよく用いられている．このような材料モデルは変
形勾配を入力として用いるため，SPH法においても変
形勾配を計算する必要がある．ここで，Vidalら [4]は，
Bonetら [5]により提案された CSPH(Corrected SPH)法
において連続体力学の枠組みで変形勾配を定義した．
本研究では，CSPH法を用いて空間離散化においては
陽解法，応力積分においては陰解法を用いることで，数
値的安定性を向上させ，実際のマイクロカンチレバー
試験で観測できた粒界・粒内破壊が同時に考慮できる
ロバストなシミュレーションを実現することを目的と
する．

2. CSPHの定式化
今，bonetらにより導出されたCSPHの定式化を示す．

(1) 密度方程式
まず，本手法で用いられる密度の定義は以下である．

ρ̇ = −ρdivv (1)

ここで，ρはある空間の密度，vはその空間の速度ベ
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クトルである．この密度方程式を解くためには，速度
ベクトル vとその発散を求める必要があり，その記述
は以下のようである．

v(x) =
N∑

b=1

VbvbWb(x), Vb =
mb

ρb
(2)

(divv)a =

N∑
b=1

Vb(vb − va) · ∇Wb(xa) (3)

ここで，あるポイントでの物理量を評価する際，そ
のポイント基準で影響半径を設定し，その影響半径内
に存在するパーティクルたちを用いて評価する．上記
の式で，−vaは一様な速度場において，発散が０にさせ
るために導入されている．Vb はパーティクルの代表体
積，mbはパーティクルの質量，ρbはパーティクルの密
度，∇Wb はカーネル関数の勾配である．カーネル関数
の勾配は以下で定義される．

∇Wb(xa) =
dW
dr

1
rab

(xa − xb), rab = |xa − xb| (4)

ここで，W はカーネル関数であり，rabはパーティクル
間の距離である．以上より，式（3），（4）と時間積分を
用いることで，密度を持続的に更新することができる．

(2) 内部ポテンシャルエネルギーと内力
次に，内部ポテンシャルエネルギーと内力の定義を
示す．簡単なケースを考えるため，等方的な応力テン
ソル σ = pIを仮定する．まず，体積変化率 Jは以下の
ように表される．

J =
V
V0 =

ρ0

ρ
(5)

そして，エネルギーの漏れのない断熱過程を仮定する
と，材料の初期体積あたりの貯蔵内部エネルギー U(J)
と置くことができ，圧力 pは以下のように求められる．

p =
dU
dJ

(6)

このとき，弾性材料を仮定すると，U(J) = (1/2)κ(J−
1)2 である．また，連続体がドメイン上に N 個のパー
ティクルで離散化されたとすると全体の貯蔵エネルギー
関数は次のように表される．

Π(x) =
N∑

a=1

V0
a U(Ja) (7)

ここで，V0
a はパーティクルの代表初期体積であり，上

記の関数は系の弾性ポテンシャルエネルギーを表す．こ
のポテンシャルエネルギーから方向微分をとることで，
内力が求められる．

DΠ[δv] =
N∑

a=1

Ta · δva, Ta =
∂Π

∂va
(8)

式（8）に式（7）を代入し，式（7）の微分において
式（5），（6）の関係を考慮した上でチェーンルールを
適用すると，内力を導出することができる．

DΠ[δv] =
N∑

a=1

V0
a DUa[δv]

=

N∑
a=1

V0
a pa

(
−ρ

0
a

ρ2
a

)
Dρa[δv]

= −
N∑

a=1

ma

(
pa

ρ2
a

)
Dρa[δv]

(9)

ここで，実際のパーティクルの速度に方向微分をと
ると時間微分と等価になることを考慮した上で式（1）
で定義した密度方程式を用いて内力を求めると，

DΠ[δv] =
N∑

a,b=1

VaVb pa∇Wb(xa) · (δvb − δva)

=

N∑
a=1

 N∑
b=1

VaVb(pa + pb)∇Wa(xb)

 · δva

(10)

となり，式（8）により，内力 Ta は

Ta =

N∑
b=1

VaVb(pb + pa)∇Wa(xb) (11)

と求められる．また，せん断成分についても同様に
導出することができ，σ = pI +σ′を考えると，内力は

Ta =

N∑
b=1

VaVb(σb + σa)∇Wa(xb), σ = pI + σ′ (12)

と表せる．

(3) 運動量保存と相互作用力
本節では，運動量保存と相互作用力について説明す
る．それぞれのパーティクルの運動はニュートンの第
２法則に支配される．これを式で示すと，

maaa = Fa − Ta (13)

となり，Fa は外力，Ta は内力である．
ここで，外力の無い状態を想定すると，連続体とし
て全体の運動量と角運動量は保存される．そのとき，系
全体のパーティクルの運動量は次のように表される．

G =
N∑

a=1

mava (14)

外力が働かない系全体の運動量の時間微分を考えると，

Ġ =
N∑

a=1

maaa = −
N∑

a=1

Ta (15)
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となり，運動量が保存されるためにはその微分量が
０である必要がある．

N∑
a=1

Ta = 0 (16)

つまり,どのような応力状態においても内力のつりあ
いが成り立つ必要がある．
　ここで，相互作用力について考える．一般的にパー
ティクル aの内力はペアのパーティクルたち間の相互
作用力の和で表される．

Ta =

N∑
b=1

Tab (17)

式（12）を振り返ると，相互作用力 Tab は

Tab = VaVb(σa + σb)∇Wb(xa) (18)

と置くことができ，∇Wa(xb) = −∇Wb(xa) と Tab =

−Tba であることを考えると，相互作用力はペアたちの
総和で０となる．ここで，内力は全体ポテンシャルエネ
ルギーから導出されるため，剛体並進運動によりポテ
ンシャルエネルギーは変化しないことを見せると，運
動量保存が保証できる．任意の一様な速度場 v0におい
て，ポテンシャルエネルギーの変化量が０であること
を式て書くと，

DΠ[δv0] =
N∑

a=1

Ta · v0 = 0 (19)

となり，v0 が任意であることを考えると，式（16），
内力のつりあいも成り立つことがわかる．

(4) 角運動量保存
角運動量保存について説明する．上記の運動量保存
と同様に，系の原点基準の全体のパーティクル角運動
量は

H =
N∑

a=1

xa × mava (20)

と書ける．上記と同様に全体の角運動量の微分が０
になると，角運動量も保存される．

Ḣ =
N∑

a=1

xa × maaa = −
N∑

a=1

xa × Ta (21)

つまり，角運動量の保存のためには
N∑

a=1

xa × Ta = 0 (22)

のような条件が必要となる．上記の条件は，剛体の回転
運動によりポテンシャルエネルギーが変化しないこと
すると，証明できる．原点基準の剛体回転は速度と角
速度を δva，δωの関係を用いて次のように記述できる．

δva = δw × xa (23)

ここで，剛体回転運動において，ポテンシャルエネ
ルギーの不変性により，

0 = DΠ[δw×xa] =
N∑

a=1

Ta·(δw×xa) = δw·
N∑

a=1

xa×Ta (24)

となり，任意の角速度 δωにおいて，式（22）は必ず
成り立たないといけない．次は，カーネル関数の勾配
のため，改めて剛体回転運動について考える．角速度
ベクトル wの成分を (wx,wy,wz)T とすると，どのよう
なポイントでも速度ベクトルは

v(x) = w × x (25)

と表すことができ，この速度場の勾配は

∇v =W; W =


0 −wz wy

wz 0 −wx

−wy wx 0

 (26)

と表せる．
ここで，W の反対称性を考慮すると，空間離散化さ
れてない状態での変形速度テンソル d = 1

2 (∇v+∇vT )と
そのトレースである divvが０になることは自明である．
しかし，SPHの空間離散化が行われると，速度の勾配
は次のように評価される．

∇va =

n∑
b=1

Vb(Wxb −Wxa) ⊗ ∇Wb(xa)

=W
n∑

b=1

(xb − xa) ⊗ ∇xa

(27)

ここで，速度勾配が反対称テンソルであることを考
慮すると，

N∑
b=1

Vb(xb − xa) ⊗ ∇Wb(xa) = I for a = 1, . . . ,N (28)

を満たさないといけない．そしてこの条件は，どの
ような線形速度分布においても正しくその勾配が評価
できる条件でもある．

(5) CSPHのアルゴリズム
以上の理論を踏まえ，CSPHのアルゴリズムを示す．

CSPHでは，式（28）を満たすようにカーネル関数の勾
配に修正を加え，それらを合わせた手法を用いる．カー
ネル関数の勾配の修正とそれらの合成について述べる．
まず，カーネル関数の勾配においては，修正行列 Lを
導入する．

∇̃Wb(xa) = La∇Wb(xa) (29)
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修正行列 Lは式（28）を満たすよう，次のように求
められる．

N∑
b=1

Vb(xb − xa) ⊗ W̃b(xa)

=

 N∑
b=1

Vb(xb − xa) ⊗ ∇Wb(xa)

 LT
a

= I (30)

以上の定義より修正行列 Lを陽的に求めることがで
きる．

La =

 N∑
b=1

Vb∇Wb(xa) ⊗ (xb − xa)

−1

(31)

(6) 変形勾配の算出
本節では，材料モデルに用いるCSPHにおける変形勾
配の求め方について説明する．こちらの手法は，Vidal
らにより提案されたものである．xは現配置の位置ベク
トル，Xは初期配置の位置ベクトルであり，φは Xと
xの線形写像関係を表す．

x = φ(X, t) (32)

また，Fは変形勾配テンソルである．

F =
∂x
∂X
=
∂φ(X, t)
∂X

= ∇0φ (33)

ここで，SPHの勾配の近似で用いられる初期配置基
準で補正されたカーネル関数の勾配を用いると，

Gb(Xa) = Vb∇̃0Wb(Xa) (34)

と書くことができ，

Fa =

N∑
b=1

xbGT
b (Xa) (35)

のように変形勾配が求まると言われている．

3. 陰的応力評価ルーチン
陰的応力評価ルーチンにおいては，瀧澤ら [6] によ
り開発された UMMDp(Unified Material Model Driver
for Plasticity)の CSPH用プラグインを開発し実装した．
しかし，UMMDpは増分形式の応力評価ルーチンであ
るため，これを改造することで変形勾配を入力とする
超弾性ベースの弾塑性モデルを計算するようにした．
CSPH+UMMDpを組み合わせたコードの弾塑性解析に
おける verificationは先行研究 [7][8]より行われている．
Verificationの一例として，等方線形弾性，von-Mises降
伏基準，Swift硬化則を組み合わせた材料モデルの理論
解， In-house FEM code，CSPH+UMMDpの SSカーブ
の比較を Fig1に示す．また，用いた材料パラメータを
Table1に示す．

σ = C(εp + ε0)n

Table1 Material parameters used for verification
E[GPa] ν σy[MPa] C[MPa] ε0 n
202.0 0.3 264.4 868.8 0.0013 0.179

Fig.1 Comparison of SS curve between theoretical solution,
In-house FEM code and CSPH+UMMDp

Fig.2 Model of micro-cantilever including 5 grains and 4
grain boundaries

4. マイクロカンチレバーの解析設定
本章では，マイクロカンチレバーの幾何形状と境界
条件，さらに用いた材料モデルおよび破壊判定基準に
ついて述べる.

(1) 幾何形状および境界条件
マイクロカンチレバーの設計には，Voronoi分割を用
いてランダムな多結晶構造を生成する Neperを使用し
た. Neperにより 5つの異なる結晶粒からなる構造を作
成し，CADソフトウェアを用いて粒界を設計すること
で，粒ごとに異なる材料特性や破壊基準を適用できる
ようにしている．マイクロカンチレバーの寸法および
形状は Fig2～4に示す通りであり，4つの粒界が含まれ
ている．固定部と連結されている粒は材料物性を一致
させることで 1つの粒として扱っている．境界条件と
しては，固定板の 2つの面を完全固定（速度 0固定）と
し，カンチレバー上面前方に速度を加える.

(2) 材料モデル
本研究において，表したい現象は粒界・粒内での破
壊現象であるため，粒それぞれの異方性は考慮しない．
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Fig.3 Applied boundary conditions for the simulation of
micro-cantilever test

Fig.4 Discretized model of micro-cantilever

Table2 Material parameters of grains
E[GPa] ν C[MPa] ε0 n ρ[kg/m3]
222.0 0.3 868.8 0.0013 0.179 7974.0
212.0 0.3 868.8 0.0013 0.179 7974.0
202.0 0.3 868.8 0.0013 0.179 7974.0
192.0 0.3 868.8 0.0013 0.179 7974.0
182.0 0.3 868.8 0.0013 0.179 7974.0

Table3 Material parameters of grain boundaries
E[GPa] ν C[MPa] ε0 n ρ[kg/m3]
202.0 0.3 868.8 0.0013 0.179 7974.0

材料モデルとしては，線形弾性，von-Mises降伏基準，
Swift硬化則を用いている．粒と粒界の材料パラメータ
は Table2,3に示す通りである．

(3) 破壊判定基準
脆性破壊を表現するために，破壊の判定基準を導入
する．脆性破壊に関する多くの研究 [9],[10]では，塑性
ひずみや主応力に基づいた複雑なモデルが提案・使用
されているが，本研究では簡便な塑性ひずみ基準を採
用している．
ここでは，相当塑性ひずみ εp が限界相当塑性ひずみ
εL に達したときに破壊が生じると仮定し，次のように
定義される損傷係数 Dを用いる．

D = εp/εL (36)

Fig.5 Intergranular fracture propagation of microcantilever

i f D ≥ 1, consider as fracture and consider stress as 0

5. 解析結果
本節では，上記の条件で行った数値解析の結果を示
す．また，粒界・粒内での破壊を再現するため，それぞ
れ違う限界相当塑性ひずみを設定した．Fig5は粒界の
破壊を示しており，粒界の限界相当塑性ひずみを 0.002，
粒内は 1.0である．また，Fig6は粒内の破壊を示して
おり，粒内の限界相当塑性ひずみを 0.002，粒界は 1.0
である．図中の赤色のパーティクルは破壊したパーティ
クルを示している．

6. 結言
本研究では，実際のマイクロカンチレバー試験で観
測できた粒界・粒内破壊が同時に考慮できるロバストな
シミュレーションを提案・実現した．詳しくは，CSPH
に陰的応力積分を組み合わせ，計算安定性を向上し，簡
単な脆性破壊モデルを導入することで，粒界・粒内破
壊を同時に考慮できるようにした．今後，結晶の異方
性を考慮した材料モデルを導入することで，より実際
のマイクロカンチレバー試験に近いシミュレーション
が実現できると考えられる．
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