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変分マルチスケール法による安定化を導入した 

速度-圧力一体型SPH流体解析 
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The SPH (Smoothed Particle Hydrodynamics) method demonstrates high applicability for free surface 

flows and large deformation problems. However, ISPH (Incompressible SPH) faces a critical limitation. 

When multiple wall boundaries exist near the fluid, the method produces non-physical results due to 

multiple different Neumann boundary conditions. To address this drawback, we propose a novel SPH 

method for fluid dynamics based on velocity-pressure monolithic scheme with stabilization techniques. 

This eliminates the need to impose Neumann conditions for wall boundary. The effectiveness of the 

proposed method was verified through numerical examples, including a hydrostatic problem with 

constricted sections. 
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1． はじめに 

Lagrange記述によるメッシュフリーの粒子法は，領域の

変形を粒子によって表現でき，個々の構成要素の移動を

追跡することに優れていることから，流体-構造連成解析

など複雑な現象において多くの応用研究が進められてき

た．代表的な手法として， SPH（ Smoothed Particle 

Hydrodynamics）法や非圧縮性流体向けの応用であるISPH

（Incompressible SPH）法などが挙げられる．  

しかしながら，射影法に基づく速度-圧力分離型解法の

一つであるISPH法には重要な課題が存在する．具体的に

は，流体粒子の影響範囲内に異なる複数の壁境界が存在

する場合（図-1）に複数の異なるNeumann境界条件を同時

に満たす必要が生じ，非物理的な結果が計算される．例え

ば，土中の間隙水のミクロな流れや間隙水圧，土粒子との

相互作用を精緻に計算する上でこの課題は大きな技術的

制約となる． 

 

 

図-1 従来手法で正確な計算ができないケース 

このようなISPH法の課題に対する根本的な解決策とし

て，本研究では速度-圧力一体型解法を提案する．一体型

解法の特徴は，壁境界にNeumann境界条件を用いる必要

がなく，Dirichlet境界条件のみで境界条件を付与できる点

にある．これにより，従来のISPH法では実装が困難な壁

境界を持つ問題への適用が可能となる．しかし，著者らが

知る限りでは一体型解法によるSPH流体解析の実装例は

報告されていない．そこで本研究では，一体型解法による

SPH流体解析手法とその数値安定化のための手法を提案

する． 

2． 数値計算手法 

非圧縮性流体の支配方程式は，式(1)のNavier-Stokes方

程式と式(2)の連続の式で表される． 

 (1)  

 (2)  

ここで，  はそれぞれ物質時間微分，速度，

密度，圧力，動粘度，外力（ここでは重力）である．式(1)，

(2)を陰的Euler法により時間離散近似し整理すると，以下

のブロック行列が得られる． 

 (3)  
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ここで， は時間増分，上付き文字は時間ステップを表

す． 

このとき，式(3)の行列は対角成分にゼロを含んでおり，

それに起因しLBB（Ladyzhenskaya–Babuška–Brezzi）安定

性条件を満たしておらず，線形ソルバーの収束性が著し

く低下する．そこで本研究では，流れのFEM解析で実績の

ある変分マルチスケール法[1]（VMS: Variational Multiscale）

による安定化を導入した．代数的サブグリッドスケール

[2,3]に基づくVMSにより速度場を分解すると， 

 

 
(4)  

ここで，  はそれぞれ速度の解像可能成分，サブス

ケール成分であり， は次式で定義される安定化パラメー

タである． 

 (5)  

本研究では，先行研究[3]を参考に

 に設定した． はバックグラウンドセルと等し

い面積の円の直径，あるいは等しい体積の球の直径を表

す[4]． 

Quasi-static subscales formulation [5]に基づき式(3)に式(4)

を代入し，計算コスト削減のため3次以上の高次微分項を

省略すると以下に示す行列が得られる． 

 

(6)  

以上の操作によりLBB安定性条件が満たされるので，

解像可能スケールにおいて式(1)，式(2)を同時に満たすよ

うな速度場と圧力場の求解が可能となる． 

最後に，式(6)にSPH空間離散近似を適用しBi-CGSTAB

法等の反復解法を用いて方程式を解き，式(7)により粒子

位置 を更新する． 

 (7)  

なお，壁境界についてはDirichlet境界条件に基づき物理

量を直接代入すればよいため[6]，提案手法では従来手法

（ISPH法）で必須であった圧力Neumann条件を必要とし

ない．そのため，任意形状の壁境界への適用が可能となる． 

3． 数値計算例 

(1) 狭窄部を有するモデル 

提案手法の優位性を検討するため，狭窄部を有する解

析モデルで数値計算を実施した．SPH粒子径，時間増分，

密度，動粘度はそれぞれ0.01 m，10-4 s，1000 kg/m3，10-6 

m2/sに設定した．図-2には計算開始から100ステップ経過

時点での圧力分布を，図-3に理論値との比較結果を示す．

得られた計算値は理論値と良く一致しており，相対二乗

誤差（RSE）は0.47%であった．これらの結果から，本手

法により圧力を良好な精度で計算できることを確認した．  

また，図-2の上部領域を自由落下させることにより，動

的な場合についても検討した．図-4，図-5はそれぞれ従来

手法（速度-圧力分離型解法）と提案手法（速度-圧力一体

型解法）の圧力分布を示している．その結果，従来手法で

は狭窄部で圧力値の激しい時間変化がみられたのに対し，

提案手法では安定して計算できることを確認した． 

以上より，提案手法では新しい境界処理手法により図-

2に示すような狭窄部を含む形状での流体解析を精度よ

く計算できることを確認した．また，従来手法では，各壁

粒子への法線ベクトルの設定が必要であり，曲面や角を

持つ複雑な壁形状のモデル化は容易ではなかった．特に，

急激な形状変化を伴う領域では法線ベクトルの定義が曖

昧となり，計算の不安定性を引き起こす原因となってい

た．一方，提案手法では壁表面の1層のみのモデル化で十

分であり，計算手法の高度化のみならず実装の簡素化ま

でも実現した． 

 

 

図-2 狭窄部を有する問題での圧力分布 

 

 

図-3 圧力の計算値と理論値の比較 
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t = 0.70 s t = 0.71 s t = 0.72 s t = 0.73 s t = 0.70 s t = 0.71 s t = 0.72 s t = 0.73 s  

図-4 動的ケースでの圧力分布（従来手法） 図-5 動的ケースでの圧力分布（提案手法）  

 

(2) エネルギー保存性の検証 

次に，提案手法の物理的妥当性を検討するため，粒子法

のコミュニティでエネルギー保存性のベンチマークとし

て広く用いられているOscillating droplet [7]と呼ばれる数

値計算を実施した．  

この問題では，半径1.0 mの円形の水滴に，次に示すポ

テンシャル場と初期速度場（図-6）を与える． 

 (8)  

 
(9)  

ここで，  は円の中心からの位置ベクトル，  ( = 1 kg1/2 

m-3/2s-1) ，  ( = 1 s-1) は定数である．SPH粒子径，時間増

分，密度，動粘度はそれぞれ0.0125 m，10-4 s，1 kg/m3， 

0 m2/sに設定した． 

 力学的エネルギー の理論値は運動エネルギー と

ポテンシャルエネルギー の和として以下のように与

えられる． 

 (10)  

⋅  (11)  

⋅  (12)  

ここで， ， ，  は総粒子数，各粒子の質量，各粒子の

体積である．ここでは，非減衰系（粘性ゼロ）を考えてい

るので，理論的には力学的エネルギーは常に保存される．

ただし，Hairerら[8]によれば時間積分法として陽的Euler

法を用いた場合は系のエネルギーが増大する傾向に，陰

的Euler法を用いた場合は系のエネルギーが減少する傾向

にあることが知られている． 

 図-7に提案手法と従来手法における力学的エネルギー

誤差の時刻歴を示す．計算開始から40秒経過時点では，従

来手法の誤差が -7.8%であったのに対し，提案手法の誤差

は -4.9%であった．また，図-7から明らかなように，提案

手法の方が単位時間当たりの誤差増加量が小さいことも

確認できる．この結果から，提案手法が従来手法と比較し

て誤差を低減できることを確認した． 

この誤差低減の要因として，従来手法では速度-圧力分

離型解法で計算された速度が連続の式を数値的に厳密に

満たす保証がないのに対し，提案手法では係数行列に連

続の式を組み込んでおりより厳密に連続の式を満たすア

ルゴリズムを採用しているためと考えられる．特筆すべ

きは，本検証が狭窄部を有するモデルなどの特殊な条件

下ではなく，壁境界のない基本的な流体解析の条件下で

実施されたにもかかわらず，提案手法の優位性が明確に

示された点である． 

 

 

 

図-6 Oscillating dropletの初期速度場 

 

 

図-7 力学的エネルギー誤差の時刻歴 
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(3) 動的自由表面流れ問題 

最後に，動的自由表面流れに対する提案手法の有用性

の検討を行った．対象問題としてLobovskýら[9]によるダ

ムブレイクの実験（図-8）を選択し，SPH粒子径，時間増

分，密度，動粘度はそれぞれ0.0025 m，10-4 s，1000 kg/m3，

10-6 m2/sに設定した． 

図-9，図-10に実験と数値計算での水面形状を示す．ま

た，図-11は水槽右端の4点における圧力の時刻歴である．

これらの結果から，動的自由表面流れ問題に対しても，提

案手法が実際の現象とおおむね整合した結果を得られる

ことを確認した． 

 

 

図-8 実験の概要 

   

  

  

図-9 実験での水面形状 図-10 数値計算での水面形状 

  

 

  

(a) 測定点① (b) 測定点② 

  

(c) 測定点③ (d) 測定点④ 

図-11 圧力の時刻歴（横軸：無次元化した時間，縦軸：無次元した圧力） 
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4． おわりに 

本研究では，任意形状の壁境界に適用可能な流体解析

手法の開発を目的とし，Neumann境界条件が不要な速度-

圧力一体型解法によるSPH流体解析手法を提案した．また，

変分マルチスケール法（VMS）を導入し，安定した求解

を可能とする定式化を構築した． 

基礎的検討として実施した狭窄部を有するモデルでは，

静的問題・動的問題のいずれにおいても提案手法が従来

手法にない境界処理性能と壁境界のモデル化の容易さを

併せ持つことが示された．さらに，実際のダムブレイク現

象の再現に適用可能であることも確認した．  

また，Oscillating droplet の数値計算では提案手法が従

来手法と比較してエネルギーの誤差を低減できることを

確認し，壁境界のない基本的な流体解析の問題において

も計算手法としての優位性が示された． 

今後の展望として，本手法の3次元問題への拡張を進め

る．これに伴う計算コストや使用メモリ量の増大に対し

ては，GPU並列計算やマルチグリッド前処理ソルバーの

導入を予定している．そして，最終的には土中の間隙水流

れ解析など，実務的な工学問題への応用を目指す． 
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