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Weighted least square B-spline形状関数を用いた
半陰的MPMによる浸透崩壊解析
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In this study, a semi-implicit MPM (material point method) for unsaturated soil slope failure analysis is
improved by incorporating a weighted least squares B-spline (WLS B-spline) shape function. This incor-
porating aims to address numerical instabilities caused by discontinuities in the gradient of linear shape
functions when Lagragian particles cross background grid. The governing equations are discretized in time
using a fractional-step method and in space using the MPM, with particles representing the soil skeleton.
The pore water is discribed in an Eulerian framework, based on the soil skeleton particles. The WLS B-
spline is used to ensure smooth interpolation and to allow the imposition of Dirichlet boundary conditions
on free surfaces. A validation study is conducted using a laboratory-scale infiltration-induced slope failure
experiment. The results confirm that the proposed method improves the stability, even under large defor-
mations. However, numrical integration errors can occur in regions with low particle density, indicating the
need for further extension using extended B-spline shape functions.
Key Words : Material Point Method, Unsaturated Soil, Seepage Failure Analysis, Semi-Implicit Time
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1. 研究背景と目的
地盤の斜面災害は，地震や降雨などの外的作用の影
響によって発生する災害である．特に降雨による斜面
災害は，土の間隙における流体の体積分率に応じた力
学特性の変化の影響を大きく受ける．一般的に土の間
隙には水や空気が含まれており，雨水の浸透によって間
隙水の体積分率が増加すると，間隙水圧の増加，すなわ
ち，土骨格の有効応力の減少が引き起こされる．この
ような不飽和土から飽和土への遷移過程での力学特性
の変化を考慮しながら，崩壊・流動を扱うことができる
数値解析手法として，Material Point Method (MPM)が
注目されている．
この MPM は，有限要素法に類似した数値積分アル
ゴリズムを採用しているが，物体の運動を追従するの
は有限要素法の節点の代わりに粒子となる．この性質
から，大変形が発生してもメッシュが破断しない特徴
があり，特に土砂流動などの解析に対して優位性があ
る．また，SPH (Smoothed Particle Hydrodynamics)を始
めとする粒子法と比較すると，粒子間の相互作用を直
接的に考慮せず，時間・空間的に固定された Euler格子
点を介して間接的に扱うため，比較的計算コストを抑
えやすい特性がある．このような特徴を有するMPMは
地盤工学において一定の成果を残してきたが，その多
くが飽和土を対象としており，不飽和土への拡張例は
比較的少ない [1,2]．また，陽解法の採用が一般的なた
め，間隙水を微圧縮性と仮定する場合が多い．この場
合，非常に大きな水の体積弾性率による間隙水圧の不

安定化に対する対策と，十分に小さな時間刻み幅の設
定が要求される [3][4]．
これらの問題に対して，筆者らは間隙水の非圧縮性
を仮定できる fractional-step法を用いた半陰的MPMの
提案を行った [5]．ただし，多くの課題が残されており，
その一つが粒子と格子点との間の内挿やマッピングを
行う際に用いる形状関数に関する課題である．上記の
ように MPM では，粒子が物体の運動を追従するのに
対し格子点は固定されているため，運動が進むにつれ
てそれらの空間的な関係性は変動する．特に線形の形
状関数を採用する場合には，粒子が格子をまたぐよう
な運動をすると，形状関数の勾配が不連続となること
で，土骨格応力の不安定化を引き起こすことが知られ
ている [6]．これに対して，粒子が属する格子の外部に
あるような格子点も補間範囲とするような形状関数と
して，高次の B-spline形状関数の有効性が確認されて
いるが，その特性ゆえに物体境界にあたる格子点が一
意に定まらない．不飽和土の斜面解析においては，運
動に伴い変化する自由表面に対して Dirichlet境界条件
を設定する必要があるため，通常の B-spline形状関数
では不適切な境界条件の処理が発生してしまう．そこ
で境界に当たる格子点を一意に定めるために，重み付
け最小二乗法（WLS: weighted least square）による形状
関数の生成を行うWLS B-spline形状関数 [7]に着目し
た．本研究では，半陰的 MPM にこの形状関数を導入
し，室内浸透崩壊実験の再現解析を通して，その効果
検証を行う．

D-09-01 第30回計算工学講演会

© 一般社団法人日本計算工学会 - D-09-01 -



2. 研究手法
本研究では，土を土粒子がなす土骨格とその間隙か
ら成る混合体として扱う．間隙には，水や空気などの
流体が含まれているが，空気の密度が土粒子や水の密
度に対して非常に小さい．その性質から簡略化のため
に，その密度および圧力をゼロと仮定するが行われて
きた [1,2]．これにより空気の影響が大きくなることが
想定される非常に高い透水係数の地盤や，空気が抜け
道を失って土中に残留するような現象などへの表現性
能には制限が設けられる．しかしながら，浸透現象の
表現や，力学特性の変化をある程度追うことができる
ことから，本研究においてもこの仮定を採用する．ま
た，粒子は土骨格を代表しており，それを基準とした
Euler記述により間隙水を記述する．

(1) 支配方程式
土粒子および水の密度 ρs, ρw を用いて，土骨格と間
隙水の密度は， ρ̄s = (1 − θ)ρs, ρ̄w = θswρw と表され
る．ここで，θ は間隙率，sw は飽和度である．このと
き，土骨格と間隙水から成る混合体の連続式は次式で
表される．

θcw
Ds pcw

Dt
+ sw∇ · vs + ∇ · [θsw(vw − vs)] = 0. (1)

ここで，vs, vw はそれぞれ土骨格と間隙水の速度を表
し，サクションは pcw ≡ pa − pw ≈ −pw として定義す
る．また，cw は比水分容量である．水分特性曲線には
VGモデルを採用し，有効飽和度 sweは以下の式で表さ
れる．

swe =
[
1 + (αvg pcw )nvg

]−mvg
. (2)

ここで，αvg, nvg, mvgはパラメータである．また，土骨
格と間隙水の運動方程式は以下のように表される．

ρ̄sas = ∇ · [σ′ − (1 − θ)sw pwI] + ρ̄sb + p̂s, (3)

ρ̄waw = −∇ · (θsw pwI) + ρ̄wb + p̂w. (4)

ここで，as, awは土骨格と間隙水の加速度，bは物体力
である．また，土骨格の応力 σ′ は，Hencky超弾性モ
デルと Drucker-Pragerの降伏基準から求める．加えて，
p̂s, p̂w は，土骨格と間隙水との相互作用力を表してお
り，次式で表される．

p̂s = − p̂w = (θswρ̄wg/kws) (vw − vs) − pw∇(θsw) (5)

と表す．ここで，gは重力加速度の大きさであり，透水
係数 kws は，飽和透水係数 ksat

ws とパラメータ ξvg から以
下の式で算出する．

kws = ksat
ws (swe)ξvg

{
1 −
[
1 − (swe)

1
mvg

]mvg
}2
. (6)

(2) 時間・空間離散化
fractional-step法を時間離散化に採用するため加速度
は，時間増分 ∆tを用いて以下のように分解される．

an+1
α =

vn+1
α − vn

α

∆t
=

vn+1
α − v∗α
∆t

+
v∗α − vn

α

∆t
= a∗∗α + a∗α. (7)

ここで，土骨格または間隙水の値であることを示すため
に α = s, wを用いた．また，nは時刻 tn での値である
ことを示す．この分解は，中間速度場 v∗α と現ステップ
の速度場 vn+1

α の２つへの分解と捉えることができ，間
隙水圧を含む項か否かを判定基準として，それら２つ
の速度場に運動方程式を分解する．そのうちの中間速
度場の運動方程式は，中間速度場の算出と混合体の連
続式へ代入することで現ステップ間隙水圧を未知数と
する Poisson方程式の導出に用いる．現ステップの速度
場の運動方程式は，その間隙水圧に関する Poisson方程
式の解を用いて，非圧縮性の条件を満たすように修正
された速度場の算出に用いる．これら３つの方程式を
各時間ステップで順に解いていくため，土骨格は陽的，
間隙水は陰的な手法となる．ただし，本研究では，中間
速度場に間隙水圧に関する項を用いないことで発生す
る数値誤差 [8]を抑制するために，前のステップの間隙
水圧に関する項を中間速度場の運動方程式に加え，現
ステップの間隙水圧の増分を未知数とする Poisson方程
式と，それによる修正を行う現ステップの速度場の運
動方程式の３組を採用する．
a) 時間離散化
式 (7)に基づき中間速度 v∗α および中間加速度 a∗，修
正加速度 a∗∗ は，次の関係にある．

v∗α = vn
α + a∗α∆t, vn+1

α = v∗α + a∗∗α ∆t. (8)

この分解に基づき，透水係数に依存した時間刻み幅へ
の制約を緩和するために，運動方程式 (3), (4)に含まれ
る相互作用項を中間速度場を用いて評価する [4,5]．以
上を踏まえて，運動方程式を次式のように時間離散化
する．

ρ̄n
s v∗s/∆t − qn

ws
(
v∗w − v∗s

)
= ρ̄n

s vn
s/∆t

+ ∇ · {σ′n − (1 − θn)sn
w pn

wI} + ρ̄n
s bn − pn

w∇(θnsn
w), (9)

ρ̄n
s vn+1

s /∆t = ρ̄n
s v∗s/∆t

− ∇ · [(1 − θn)sn
w∆pn+1

w I] − ∆pn+1
w ∇(θnsn

w), (10)

ρ̄n
wv∗w/∆t + qn

ws
(
v∗w − v∗s

)
= ρ̄n

wvn
w/∆t − ∇ · (θnsn

w pn
wI) + ρ̄n

wbn + pn
w∇(θnsn

w), (11)

ρ̄n
wvn+1

w /∆t

= ρ̄n
wv∗w/∆t − ∇ · (θnsn

w∆pn+1
w I) + ∆pn+1

w ∇(θnsn
w). (12)

また，混合体の質量保存則（式 1）から，間隙水圧の増
分を未知数とする Poisson方程式が，次のように導出さ
れる．

−θncn
w
∆pn+1

w

∆t
+ sn

w∇ · a∗∗s ∆t + ∇ · [θnsn
w(a∗∗w − a∗∗s )∆t

]
= −sn

w∇ · v∗s − ∇ ·
[
θnsn

w(v∗w − v∗s )
]
. (13)

ここで，修正加速度 a∗∗s に対し，式 (10), (12)を代入す
ることで，修正加速度を中間速度と間隙水圧の増分に
置き換えることができる．このとき，これらの２式は式
(8)を基にして修正加速度の式へと変形して代入する．
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b) 空間離散化
空間離散化には MPMを用いるため，Lagrange粒子
に加えて，Euler格子を使用する．このとき，粒子が任
意の物理量 Φを保持するため，格子点の物理量は各ス
テップで粒子から次式でマッピングすることで獲得する．

ΦI =

∑
p NpImpΦp∑

p NpImp
. (14)

ここで，下付き添え字の p, I は，それぞれ粒子，格子
点の物理量であることを表し，NpI は格子点 Iの粒子 p
に対する基底関数である．また，運動方程式および圧
力 Poisson方程式の解である各格子点での中間速度や現
ステップの速度，間隙水圧の増分となるため，次式の
ように格子点から粒子へと次式で内挿する．

Φp =
∑

I

NpIΦI . (15)

ここで，速度については一般に次の二種類の内挿が用
いられる．

vn+1
αp = Pvn

αp + San+1
αI ∆t, (16)

P =
{

SS+ : Option A
I : Option B

(17)

ここで，格子から粒子への内挿はマトリクス Sであり，
粒子から格子へのマッピングは S+ である．ただし 前
述のとおり MPM では前のステップの格子の情報は保
存されない．そのため，Option Aについては粒子から
のマッピングが必要なため，以下の関係式を用いた．

Svn+1
αI = S(vn

αI + an+1
αI ∆t) = SS+vn

αp + San+1
αI ∆t. (18)

Option Aは，数値粘性が大きい代わりに計算が発散し
にくい特徴があり，後者は数値粘性が抑制される代わ
りに，数値誤差の蓄積しやすく計算が発散しやすい. そ
のため，大変形を対象とする本研究では，過度な数値
粘性を許容して Option Aを採用し，計算の安定性を重
視した．
また，間隙水圧も速度と同様に Option A, Bの内挿が
考えられる．ただし，既往研究 [5]を踏まえて，崩壊の
表現のために Option A，浸透の表現のため Option Bを
使用することを目的に飽和度に応じてそれらを切り替
える以下の手法を採用する．

pn+1
wp =

{ ∑
I NpI pn+1

wI (sn
wp = 1): Option A

pn
wp +

∑
I NpI∆pn+1

wI (sn
wp < 1): Option B

(19)

(3) WLS B-spline形状関数
MPMでは粒子が物体の運動を追従するが，格子は時
間・空間的に固定されている．そのため，粒子が特定
の格子に留まらず，格子をまたぐような運動が生じる．
この際，格子間で勾配が不連続となるような線形の形
状関数では，応力などに数値不安定性が発生する [6]．
これに対しては，格子間で C1以上の連続性を有する高
次の B-spline形状関数が有効であることが一般に知ら

れている．そこで本研究では，制御点として格子点を
採用する次の２次 B-spline形状関数 [7]を採用する．

NI(xp) = w(
xp − xI

h
)w(

yp − yI

h
)w(

zp − zI

h
), (20)

w(ξ) =


−∥ξ∥2 + 3

4
if 0 ≤ ∥ξ∥ ≤ 1

2
,

1
2
∥ξ∥2 − 3

2
∥ξ∥ + 9

8
if

1
2
≤ ∥ξ∥ ≤ 3

2
,

0 if
3
2
≤ ∥ξ∥.

(21)

ここで，h は格子長さ，x は座標を示し，p, I は粒子，
格子点の値であることを示す．例えば，1次元空間にお
いて，0 ≤ x ≤ 6 の範囲に h = 1 の格子を想定すると，
その格子点が張る B-spline形状関数は，図-1 (a)に示す
とおりである．
この図から格子点上においても，他の格子点と重み
を分け合っていることが確認でき，Dirchlet境界条件を
適切に表現できないことがわかる．これに対し，物体の
運動に伴い変化しない領域境界等の自明な境界に対し
ては開ノットベクトルの適用が有効だが，自由表面等
の変化する境界については同様の問題が発生する．特
に本手法では自由表面において，運動方程式に対して
不飽和領域では非排水を既定するために vw = vsとする
境界条件や，間隙水圧に対して飽和領域における流入・
流出を既定するために pw = p̄w( p̄w は既定値)とする境
界条件を設ける．そのため，自由表面に対して，これ
らの Dirhclet 境界条件を適切に設定できないことが大
きな問題となる．そこで本研究では，自由表面におい
て重み付け最小二乗法 (WLS)による B-spline形状関数
の張り直しを行う [7]．このWLS２次 B-spline形状関
数は次式で表される．

N̂I(xp) = C(x, xI)NI(xp). (22)

ここで，Cは P(x) = (1 x y z)Tを用いて次式で表される．

C(x, xI) = P(x − xp)T M(xp)−1 P(xI − xp), (23)

M(xp) =
nI∑

I=1

NI(xp)P(xI − xp)P(xI − xp)T. (24)

WLS B-spline形状関数の具体形は図-1 (b)に示す．
3. 斜面浸透崩壊実験の再現解析
斜面浸透崩壊実験 [5]の再現解析を通して，WLS B-

spline形状関数の効果検証を行う．この解析で使用する
材料パラメータを表-1，寸法および境界条件，解析モデ
ルを図-2に示す．解析モデルは準３次元モデルであり，
速度格子のサイズは 0.01 × 0.01 × 0.01 mで，一格子あ
たり 2 × 2 × 1の粒子を配置する．実験では，左の水槽
の水位が 120 sで 0.62 mまでを上昇させ，その後は一
定の水位を保ったため，それと同等の水圧を境界条件
として既定することで流入を表現した．ただし，水槽
からの流入口の粒子が裂けて圧力 Poisson 方程式が収
束しないことを防ぐために，その周辺の粒子の粘着力
を c = 10 kPaとした．また，実験は浸透開始から 2940
s まで行われたため，解析においても同様の解析時間
を設定した．WLS B-spline形状関数を用いた解析では，
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図–1 ２次の B-spline形状関数とその勾配： (a)一般的な B-
spline形状関数, (b) WLS B-spline形状関数

∆t = 2.0 × 10−4 sとし，各時間ステップで 1.0 × 10−8 kg
を下回る質量を有した格子点は計算から除外した．
比較のために，線形の形状関数を採用した場合の結
果も示すが，この解析では間隙水圧場の安定化のため
に Sub-grid 法 [9]を採用しており，間隙水圧場の格子
は速度格子の倍のサイズとして 0.02 × 0.02 × 0.01 mと
設定した．時間刻み幅は ∆t = 1.0× 10−4 sとした．この
線形の形状関数を採用した場合の，浸透からの経過時
間が 2500 sから 2600 sの間における，間隙水圧分布を
図-3に示す．この図に示すとおり，崩壊土砂先端付近
の粒子は格子をまたぐ運動をしているために，動きが
緩慢となり，一時停止の挙動が見受けられた．これは
上記の格子間で勾配が不連続な線形の形状関数の影響
だと考えられる．
これに対して，WLS２次 B-spline形状関数を用いた
解析結果を図-4に示す．この図から，2600 s ∼ 2800 s
にかけて崩壊土砂が停滞せずに流動する挙動が確認で
きる．これは，２次 B-spline形状関数による，格子間
の形状関数の勾配の不連続性が解消されたことによる
ものと考えられる．しかしながら，線形の形状関数よ
りも各格子点が有する補間範囲が拡大したことで，崩
壊土砂の先端などの粒子数が少ない領域で，粒子から
受け取る物理量の絶対値が小さい格子点が発生しやす
くなっている．これにより，積分精度低下が発生して
2900 s以降に過度な負圧が見受けられ，その結果，流
動挙動の阻害が確認された．これに対しては，十分な大
きさの物理量を持たない格子点の重みを十分な大きさ
の物理量を有する格子点へと移譲する extended B-spline
(EBS)形状関数 [10]が有効であることが知られている
が，WLS B-spline形状関数への拡張は行われていない．

4. 考察
本研究では，線形の形状関数が有する格子間の勾配
不連続性に由来する数値不安定性の解消を目的に，不飽
和土を対象とする半陰的MPMに対してWLS B-spline
形状関数の導入を行い，斜面浸透崩壊実験を通して，そ
の効果検証を行った．WLS B-spline形状関数による数
値不安定性の抑制によって，粒子が格子をまたぐ場合
にも形状関数の勾配がなめらかに遷移するため，不自

表–1 斜面浸透崩壊実験の再現解析で使用する材料パラメータ
パラメータ 記号（単位） 値
土粒子密度 ρs (kg/m3) 2731
初期間隙率 θinit 0.50
Young率 E (MPa) 3.00
Poisson比 ν 0.30
粘着力 c (kPa) 0.0
粘着力（浸水口付近） c (kPa) 10.0
内部摩擦角 ϕ (◦) 35.0
ダイレイタンシー角 ψ (◦) 0
水密度 ρw (kg/m3) 1000
飽和透水係数 ksat

ws (m/s) 4.21 × 10−3

最小飽和度 sr
w 0.02

最大飽和度 ss
w 1.0

初期飽和度 sinit
w 0.1

初期間隙水圧 pinit
w (kPa) -4.31

不飽和水分特性 αvg 0.28
パラメータ nvg 12.898

mvg 0.923
ξvg 0.5

浸水口

Traction Free

vws = 0 (sw < 1)
pw  = 0 (sw = 1)

250 150 200

600

300

70

[mm]

浸水口
50

水槽620

56.5°

粒子数 : 2×2

{

粘着力 : c = 10(kPa)

0.01 [m]

粘着力 : c = 0(kPa)

0.1 [m]

図–2 寸法，境界条件および解析モデル

然な一時停止を伴わない流動挙動を再現できた．しか
しながら，線形の形状関数を採用する場合に比べて，十
分な大きさの物理量を有しない格子点が発生しやすく
なり，積分精度の低下に伴う数値不安定性が顕著となっ
たため，WLS B-spline形状関数を EBSへと拡張する必
要性が確認された．
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