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Meshfree methods are useful for calculating problems involving large deformations, brakeup and failure, and
multiple phase changes. These methods are based on the least-squares to a group of distributed calculation
points. In usual, the accuracy is given such that the highest derivative has the first order accuracy, and it
improves by one order as the degree of derivative decreases by one step. This study introduces some methods
to improve this class of methods that go beyond the above limitation. These are: the multi-moment method,
which takes the first-order derivative as the dependent variable; the compact scheme, which obtains an
implicit relation for higher-order derivatives; and the recursive method, which uses the first-order derivative
resursively to obtain higher-order derivatives. We discuss the improvement and computational costs of some
of these methods.
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1. はじめに
工学や地球科学の問題には，不規則な形状を伴い，か
つ分離・融合を繰り返すような現象が頻出する [1,2]．不
規則な系に対する数値計算を行う場合，規則的な有限
差分法の格子を局所的に細かく区切ることで対応でき
る場合もあるが，通常は有限要素法を用いて形状に合
わせた格子を作ることが多いであろう．大変形に関し
ては，有限要素法などの格子法で扱うこともできるが，
分離・融合を伴うような系を格子法で扱うのは一般に
は容易ではない．

不規則形状かつ大変形を伴う系では，そもそも格子
を持たないメッシュフリー系の方法が好まれる．メッ
シュフリー法は，基本的には計算点を動かさないメッ
シュフリー差分法 [3]と，計算点の運動を陽に扱う粒子
法 [4]にわけることができる (中間的な方法として，粒
子を動かした後に元の位置の情報を補間して粒子を再
配置するような方法も考えられる; [5])．これらのメッ
シュフリー法では，各点の関数値の Taylor展開をもと
に，これを最小二乗法を適用することで各点の微分係
数を構成することが基本となる．なお，初期の粒子法
は必ずしも Taylor展開に基づいているわけではないの
で，必ずしも精度は担保されないことに注意 [6,7]．粒
子法が最小二乗法によって高精度化される過程につい
ては [8,9]に詳しいので参照されたい．

小論では，最小二乗差分法を用いたメッシュフリー
系の方法を高精度化するいくつかの取り組みを紹介す
る．まず基本的な最小二乗差分法の解説を行い，その

後にこれを高精度化するための (表題に掲げた)いくつ
かの試みを紹介する．なお，本稿を通して，式の展開
は空間 1次元の場合に限定する．これを多次元の場合
に応用することは容易であると思われる．

2. 最小二乗差分法
点 iにおける物理量の値とその微分係数を，この点の
物理量 fi および周りに散らばった複数の点 jの物理量
f j を用いて補間することを考える．これを行うために
は，各点 jでの物理量を iのまわりで評価する必要があ
る．具体的には以下のような Taylor展開を行う．

f j = fi + ∆x j fx,i +
∆x2

j

2
fxx,i +

∆x3
j

6
fxxx,i + · · · (1)

このとき残差は以下のように与えられる．

R j ≡ − f j + fi + ∆x j fx,i +
∆x2

j

2
fxx,i +

∆x3
j

6
fxxx,i + · · · (2)

ここで fx···x,i は点 iにおける微分係数 (xの個数が微分
の階数である)，∆x j は点 iと点 jの間の距離である．
最小二乗差分法では，各点の残差の重み付き二乗和
を最小化する．

J =
1
2
Σ jw jR2

j → min. (3)

ここで重み関数 w jは距離に依存した減少関数で，距離
0で 1，ある距離 (典型的な粒子間距離の 3倍程度を取
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ることが多い)で 0になるものを選択する．3次や 5次
のスプライン関数を用いることが多い．目的関数の最
小化を求めるには，求めたい微分係数に対する停留条
件を計算すればよい．これらをまとめて |a⟩と表すと

∂J
∂ |a⟩ = 0 (4)

となる．これらを解いた結果は連立一次方程式にまと
めることができる．

A |a⟩ = |b⟩ (5)

ここで | · ⟩は縦ベクトル，また ⟨ · |はその転置すなわち
横ベクトルを表すものとする (いわゆるDirac記法)．|a⟩,
A, |b⟩の具体的な形については以下の節で与える．
以下，2種類の流儀を考える [10]．ひとつめは |a⟩をそ
のまま点 iにおける微分係数を考える流儀 (通称 diffuse
derivative)，ふたつめは |a⟩を形状関数と見て，これと
基底関数との内積で曲面を構成する流儀 (full derivative)
である．Diffuse derivativeについてはさらに，計算点で
与えられた情報を拘束するか否かにより 2つの方法に
分けられる (以下では，その名称は [11]に従う)．なお
スペースの関係で，例示は低精度の場合について行っ
ている箇所がある．

(1) Type A
Diffuse derivativeのひとつは，最小二乗法で求める曲
面が fi を通ることを要請する場合である．このとき停
留条件を具体的に書くと，0階微分を含まない

∂J
∂ fx,i

= 0,
∂J
∂ fxx,i

= 0, · · · (6)

となる．2階微分まで取ったときの連立一次方程式の構
成要素は (|a⟩も 0階微分を含まず)

|a⟩ = (
fx,i fxx,i

)T (7)

A =
( ∑

j w j
∑

j w j∆x j∑
j w j∆x j

∑
j w j∆x2

j

)
(8)

|b⟩ =


∑

j w j∆x j(x j − xi)∑
j w j

∆x2
j

2
(x j − xi)

 (9)

となる．ここで jに関する和には iが含まれないこと
は，右辺のベクトル |b⟩の表式から明らかであろう (も
し含めても自動的に無効化される)．

(2) Type B
もうひとつの diffuse derivativeは値も含めて補間する
場合である．停留条件は 0階微分を含む

∂J
∂ fi
= 0,

∂J
∂ fx,i

= 0,
∂J
∂ fxx,i

= 0, · · · (10)

であり，2階微分まで取ったときの連立一次方程式の構
成要素は (こちらも今度は |a⟩は 0次微分を含み)

|a⟩ = (
fi fx,i fxx,i

)T (11)

A =



∑
j w j

∑
j w j∆x j

∑
j w j

∆x2
j

2∑
j w j∆x j

∑
j w j∆x2

j
∑

j w j

∆x3
j

2∑
j w j

∆x2
j

2
∑

j w j

∆x3
j

2
∑

j w j

∆x4
j

4


(12)

|b⟩ =


∑

j w j f j∑
j w j∆x j f j∑
j w j

∆x2
j

2
f j

 (13)

となる．最小二乗法の行列のサイズが先ほどより 1つ
大きくなっていることに注意．また，ここでの jに関
する和には i (に相当する点)も含まれることにも注意．
ばらつきの大きいデータを補間する場合は，ある点
を通ることを拘束する Type Aよりも，これを要請しな
い Type Bの方が良好であることが予想される．一方，
計算量は行列サイズの小さい Type Aが優れる．

(3) もう一つの最小二乗法あるいは full derivative
最後に full derivative [12,13]について説明を行う．こ
れは，値に関しても回帰に含める Type Bの変種と捉え
ることも可能である．実際，目的関数は Type Bと同じ
である (しかしその意味付けは異なる)．ここでは full
derivativeの流儀に従って記号を変える．まず目的関数
は次のように書ける．

J =
1
2

∑
I

wI

∑
i

pi(xI)ai(x) − uI


2

= {⟨a| P − ⟨u|}T W(x) {P |a⟩ − |u⟩} → min. (14)

ここで基底ベクトル |p⟩および形状ベクトル |a⟩

|p⟩ =
(

1 x x2 · · ·
)T

(15)

|a⟩ = ( a1 a2 · · · )T (16)

データベクトル |u⟩

|u⟩ = ( u1 u2 · · · )T (17)

および行列

P = ( ⟨p1| ⟨p2| · · · )T (18)

W =


w1

w2
. . .

 (19)

を定義した (W は対角行列)．目的関数の停留条件より

A |a⟩ = B |u⟩ (20)

あるいはこの連立一次方程式を解いた

|a⟩ = A−1B |u⟩ (21)
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を得る．ここで

A = PT WP (22)

B = PT W (23)

と定義した，行列 A, Bは重み関数 w j として x依存性
を持つ．ここまでは diffuse derivativeと同じである．

Full derivativeでは，任意の位置の関数をいま求めた
形状関数 |a(x)⟩と，関数を評価する場所での基底関数
⟨p(x)|との内積で評価する．すなわち

u(x) = ⟨p(x) | a⟩
=

⟨
p(x)

∣∣∣ A−1B
∣∣∣ u⟩

= ⟨ϕ(x) | u⟩ (24)

と与えられる (最初と最後の行で基底が異なる)．ここで

⟨ϕ(x) | ≡ ⟨p(x) | A−1B (25)

と定義した．Full derivative における |a(x)⟩ の解釈は，
これを xの関数ではなく直接 iでの微分係数と考える
diffuse derivativeとは決定的に異なる．
以上を用いると，full derivativeの 1階微分は

du
dx
=

⟨
dϕ(x)

dx

∣∣∣∣∣ u⟩
=

⟨
dp
dx

∣∣∣∣∣ A−1B
∣∣∣∣∣ u⟩ + ⟨

p
∣∣∣∣∣ d

dx

(
A−1B

) ∣∣∣∣∣ u⟩ (26)

と与えられる．第 2項目の演算に必要な逆行列の微分は

(A,x)−1 = −A−1A,x A−1 (27)

と計算できる [12]．
2階以上の高階の微分係数に対しても，同様の演算を
用いて求めることができる．ただし，微分階数の増加
とともに微分を行う箇所が指数関数的に増加するため，
高階微分を行う場合の計算量は多い．また，xでの微分
を行うのは形状関数 pおよび重み関数 wに対してであ
るから，これらが次数の低い関数である場合，そもそ
も高階の微分係数を精度良く求めることはできない．

Diffuse derivativeは，full derivativeの微分の最初の項
だけを考慮したことに相当する．この観点からは，dif-
fuse derivativeは不完全なのではないかと考えることも
できるだろう．しかし，diffuse derivativeと full derivative
のどちらが優れるかについては未だ議論がある [10,14]．

(4) ここまでのまとめ
ここまで紹介したいずれの手法では，|a⟩が含む最も
高い階数の微分係数が空間 1次精度となる．たとえば，
上の例では 2階微分までを考慮したので，2階微分が 1
次精度，1階微分が 2次精度となる (計算点の配置が規
則的な場合，精度が上がることもある．有限差分法で
よく用いられる規則的な格子ではそのようなことが起
こる）．しかし，実用的にはもっと高い精度がほしい．
有限差分法の枠組みでは，マルチモーメント法やコン
パクト差分など，通常の差分法を超える精度を持つ手
法の開発が進んでいる．メッシュフリー法でも，同様
の高精度の手法が存在する．以下ではこれらのうちの
いくつかについて考察を行う．

3. 最小二乗法の高精度化
以下，マルチモーメント最小二乗差分法およびコン
パクト差分法については diffuse derivativeの定式化を採
用する．マルチモーメントについては full derivativeの
定式化も可能である．一方，再帰的方法については full
derivativeの定式化を採用する．

(1) マルチモーメント最小二乗差分法
マルチモーメント法 [15]は，物理量 fiに加えてその
空間微分 fx,iを従属変数に取る方法である．従属変数が
増えたため，解く式の数も増える．たとえば熱伝導方
程式

∂T
∂t
= κTxx (28)

(κは熱拡散係数)をマルチモーメント法で解く場合，こ
の式に加え，その空間微分

∂Tx

∂t
= κTxxx (29)

も解く必要がある．ここで左辺の T , Txは従属変数その
ものである，右辺の Txx, Txxx は分布した従属変数の値
を用いて最小二乗法的に決定する量である．なお，複
数段のマルチモーメント法を考えることもできる [16]．
この場合は，段数とともに精度は上がるが，高階の微
分係数を従属変数として取ることになり，解く式の数
も増えることになる．以下では従属変数として 1階微
分までを取ることにする．
マルチモーメント法をメッシュフリー法や粒子法に
適用した例はいくつかある [17,19]．マルチモーメント
法をメッシュフリー法に適用する場合，計算点 iの周り
での Taylor展開を，点 jでの関数値 f jに加えて，空間
微分 fx, j に対しても行う．

f j = fi + ∆x j fx,i +
∆x2

j

2
fxx,i +

∆x2
j

6
fxxx,i

+
∆x2

j

24
fxxxx,i + O(∆x5) (30)

fx, j = fx,i + ∆xxx,i fx,i +
∆x2

j

2
fxxx,i +

∆x3
j

6
fxxxx,i

+ O(∆x4) (31)

このあとの処方箋は通常の最小二乗法と同じである．
すなわち残差

R j = fi + ∆x j fx,i +
∆x2

j

2
fxx,i +

∆x2
j

6
fxxx,i

+
∆x2

j

24
fxxxx,i − f j (32)

Rx, j = fx,i + ∆xxx,i fx,i +
∆x2

j

2
fxxx,i +

∆x3
j

6
fxxxx,i − fx, j (33)

の重み付き二乗和を目的関数に取り，これを最小化する．

J =
1
2
Σ jw jR2

j +
1
2
Σ jw jR2

x, j → min. (34)
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この場合，2階微分は 3次精度，3階微分は 2次精度，
4階微分は 1次精度になることが期待できる．なお，こ
こでは，２つの項の重みを共通にしたが，これが最適
かどうかは自明ではない．
ここでは Type Aに相当する場合 (回帰が着目点の値
と勾配を取ることを要請) を考える．Type Bに相当す
る場合についても同様に構成することができる．目的
関数の停留条件 (0階微分および 1階微分は含まない)

∂J
∂ fxx,i

= 0,
∂J
∂ fxxx,i

= 0,
∂J
∂ fxxxx,i

= 0, · · · (35)

により，連立一次方程式を得る．その結果は次のよう
になる．

(A0 + A1) |a⟩ = |b0⟩ + |b1⟩ (36)

|a⟩ = (
fxx,i fxxx,i fxxxx,i

)T (37)

A0 =



∑
j w j

∆x2
j

4
∑

j w j

∆x3
j

12
∑

j w j

∆x4
j

48∑
j w j

∆x3
j

12
∑

j w j

∆x4
j

36
∑

j w j

∆x5
j

144∑
j w j

∆x4
j

48
∑

j w j

∆x5
j

144
∑

j w j

∆x6
j

576


(38)

A1 =



∑
j w j∆x2

j
∑

j w j

∆x3
j

2
∑

j w j

∆x4
j

6∑
j w j

∆x3
j

2
∑

j w j

∆x4
j

4
∑

j w j

∆x5
j

12∑
j w j

∆x4
j

6
∑

j w j

∆x5
j

12
∑

j w j

∆x6
j

36


(39)

|b0⟩ =



∑
j w j

∆x2
j

2
( f j − fi − ∆x j fx,i)∑

j w j

∆x2
j

6
( f j − fi − ∆x j fx,i)∑

j w j

∆x2
j

24
( f j − fi − ∆x j fx,i)


(40)

|b1⟩ =



∑
j w j( fx, j − fx,i)∑

j w j

∆x2
j

2
( fx, j − fx,i)∑

j w j

∆x3
j

6
( fx, j − fx,i)

 (41)

(2) 最小二乗コンパクト差分
コンパクト差分 [20]は，高次精度の微分係数を陰的
に求めるための方法である．ここで陰的とは，ある点
の微分係数が，隣接した点の微分係数との線形結合と
して与えられるという意味である (通常の陽的な方法
ではある点の微分係数は直接指定できる)．以下ではコ
ンパクト差分をメッシュフリー法に適用した Tamai and
Koshizuka (2014) [11]の紹介を行う．コンパクトなメッ
シュフリー法については，他にも方程式に回帰させる

実装例もある [21]．なお，オリジナルのコンパクト差
分 [20]は 1階微分係数のみを未知数とする方法である．
ここで紹介する方法は，1階微分以上の高階の微分係数
も未知数とする結合コンパクト差分に近い [22]．

Tamai and Koshizuka (2014) [11]のコンパクト差分で
は，必要なだけの微分係数に関する Taylor展開を求め，
ここから不要な微分係数を削除することで，高階の微
分係数に関する陰的な表現を得る．この陰的な表現か
らある場所の微分係数を得るには，一般にグローバルな
行列方程式を解く必要がある (不動点法によるローカル
な収束計算で対応できる可能性もある)．この点は，こ
こまでに紹介した方法とは大きく異なっている．
以下，式の展開を行う．点 jにおける物理量とその 1
階および 2階の微分係数を，i点に関して Taylor展開す
る．考慮した微分階数の数だけ精度が上がると考えて
良い (低精度な項から順番に削除できるので)．

f j = fi + ∆x j fx,i +
∆x2

j

2
fxx,i +

∆x3
j

6
fxxx,i

+
∆x3

j

24
fxxxx,i + O(∆x5) (42)

fx, j = fx,i + ∆x j fxx,i +
∆x2

j

2
fxxx,i +

∆x3
j

6
fxxxx,i

+ O(∆x4) (43)

fxx, j = fxx,i + ∆x j fxxx,i +
∆x2

j

2
fxxxx,i + O(∆x3) (44)

値 (0階微分)の Taylor展開の式から 3階および 4階
の微分係数を消去することを考える．このためには，各
微分階数の Taylor展開の線形結合を求め，対応する微
分係数に関する係数を 0と置けば良い．すなわち

f j + c1 fx, j + c2 fxx, j

= fi + ∆x j (1 + c1) fx,i + ∆x2
j

(
1
2
+ c1 + c2

)
fx,i

+∆x3
j

(
1
6
+

c1

2
+ c2

)
fxxx,i

+∆x4
j

(
1
24
+

c1

6
+

c2

2

)
fxxxx,i + O(∆x5) (45)

において c1 = −1/2, c2 = 1/12とすればよい．その結
果，残差として以下が得られる．

R j ≡ fi +
1
2
∆x j fx,i +

1
12
∆x2

j fxx,i

−
(

f j −
1
2
∆x j fx, j +

1
12
∆x2

j fxx, j

)
= O(∆x5) (46)

ここから，1階微分は 4次精度，2階微分は 3次精度に
なると推察される．
目的関数としていつものように残差の重み付き二乗
和を取り，これを最小化する．

J =
1
2

∑
j

w jR2
j → min. (47)
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ここでは Type B (回帰曲面を値で拘束しない)を採用す
る．Type Aに関してもほぼ同様に式を構成できる．目
的関数の停留条件より，以下を得る．

A |a⟩ = |b⟩ (48)

ここで

|a⟩ = (
fi fx,i fxx,i

)T (49)

A =



∑
j w j

∑
j w j
∆x j

2
∑

j w j

∆x2
j

12∑
j w j
∆x j

2
∑

j w j

∆x2
j

4
∑

j w j

∆x3
j

24∑
j w j

∆x2
j

12
∑

j w j

∆x3
j

24
∑

j w j

∆x4
j

144


(50)

|b⟩ =



∑
j w j

∆x2
j

2

 f j −
∆x j

2
fx, j +

∆x2
j

12
fxx, j


∑

j w j

∆x2
j

6

 f j −
∆x j

2
fx, j +

∆x2
j

12
fxx, j


∑

j w j

∆x2
j

24

 f j −
∆x j

2
fx, j +

∆x2
j

12
fxx, j




(51)

これまでの方法では連立一次方程式の右辺は既知で
あった (陽的)が，コンパクト差分では未知 (陰的)とな
る．そこで，1階以上の微分係数を左辺に移し，すべて
の iについての (グローバルな)行列を組み上げる．未
知数の数 (行列の大きさ)は，求めるべき微分係数の数
と粒子の総数との掛け算である．影響半径が限られて
いるため行列は疎，計算点間の相互の影響は同じであ
るため行列は対称である．

(3) 再帰的最小二乗法
再帰的な方法 [17,18]は，ある関数の高階微分を求め
るために，低次の微分を繰り返し適用する方法である．
有限差分法でも「1階微分の 1階微分」を 2階微分と捉
えることもできるが，その一般化である．既往の報告
によると，高階の微分係数についても高い精度が実現
されている．以下の説明は主に [17]に基づく．
通常の full derivativeで微分係数を求めるには，

du
dx
=

⟨
dp
dx

∣∣∣∣∣ A−1B
∣∣∣∣∣ u⟩ + ⟨

p
∣∣∣∣∣ d

dx

(
A−1B

) ∣∣∣∣∣ u⟩ (52)

d2u
dx2 =

⟨
d2 p
dx2

∣∣∣∣∣∣ A−1B

∣∣∣∣∣∣ u
⟩
+

⟨
dp
dx

∣∣∣∣∣ d
dx

(
A−1B

) ∣∣∣∣∣ u⟩
+

⟨
p

∣∣∣∣∣∣ d2

dx2

(
A−1B

) ∣∣∣∣∣∣ u
⟩

(53)

のように計算量が増大してしまうのが問題なのであっ
た．加えて，基底関数や重み関数は有限の次数の関数
であることから，何回も微分を行えるわけではないこ
とも問題である．
再帰的方法では，full derivativeの形状関数が幾何学
的情報のみを有し，物理量の情報を含まないことに着

目する．たとえば full derivativeの 1階微分はいかなる
関数に対しても適用可能，つまり

d(·)
dx
=

⟨
dp
dx

∣∣∣∣∣ A−1B
∣∣∣∣∣ (·)⟩ + ⟨

p
∣∣∣∣∣ d

dx

(
A−1B

) ∣∣∣∣∣ (·)⟩ (54)

の (·)の部分にはどのような関数を入れることができる
(ただし，すべての計算点で値が揃っているとする)．し
たがって，通常の方法で 1階微分を求めた後，2階微分
以降を求める際には 1階微分を

d2u
dx2 =

d
dx

(
du
dx

)
=

⟨
dp
dx

∣∣∣∣∣ A−1B
∣∣∣∣∣ du

dx

⟩
+

⟨
p
∣∣∣∣∣ d

dx

(
A−1B

) ∣∣∣∣∣ du
dx

⟩
(55)

d3u
dx3 =

⟨
dp
dx

∣∣∣∣∣∣ A−1B

∣∣∣∣∣∣ d2u
dx2

⟩
+

⟨
p

∣∣∣∣∣∣ d
dx

(
A−1B

) ∣∣∣∣∣∣ d2u
dx2

⟩
(56)

のように繰り返し適用すればよい．この手法では，微分
の階数が増加しても項の数が増えることもない．ただ
し，微分の階数が増えるごとに，影響領域はベキで広
がる．例えば影響半径 (重み関数が 0でない値を持つ半
径)を rcとすると，1階微分を求める際にはこの範囲の
点の情報が含まれる．2階微分の影響範囲は 2rc，3階
微分の影響範囲は 4rc，· · · となる．この性質から，境
界条件についての取り扱いが難しくなる可能性がある．
なお，[18]によると再帰的最小二乗法の計算精度は

l2ノルムに関して通常の最小二乗法に比べて 1段高い．
これは [17]の計算結果とも整合的であるようだ．

(4) 以上の「合せ技」についてのコメント
以上の方法は，いずれも単体で高精度化を実現する
方法である．これらは，単独で使用するだけでなく，組
み合わせて用いることもできる．例えば，マルチモーメ
ント法と再帰的方法を組み合わせたメッシュフリー法
はすでに実装されている [17]．コンパクト差分をマル
チモーメント法と組み合わせることも可能であり，規
則格子の有限体積法としての実装例はある [23]．ただ
し，これをメッシュフリー法に適用した例はまだない
ようである．さらに，実用性はともかく，これらすべ
てを組み込んだ方法も，(報告はないが)可能であろう．

4. 議論
ここまで議論してきたいくつかの方法について，1階
微分を 4次精度，2階微分を 3次精度で求める場合に
ついて，簡単な計算量の比較を行う．まず通常の最小
二乗法では，4階微分まで係数 |a⟩に含める必要がある．
値を拘束する Type Aの場合，1階から 4階までの微分
係数を考慮した 4× 4の連立一次方程式を各点で構成す
れば良い．一方，値を拘束しない Type Bの場合，0階
から 4階までの微分係数を考慮した 5× 5の連立一次方
程式を各計算点で構成する必要がある．
マルチモーメント法では 1階微分は従属変数である．
そこで，Type Aでは，2階から 4階までの微分係数を
考慮した 3× 3の連立一次方程式を各点で構成すれば良
い．連立 1次方程式は小さくなるが，適用する方程式
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の数は (1階微分が従属変数なので) 1つ増える．一方
Type Bでは，5 × 5の連立一次方程式を構成する必要
がある (もちろん方程式の数は 1つ増える)．このため，
Type Bでは計算量は増える要素しかない．
コンパクト差分では，高次の微分係数は計算する必
要がない．値の Taylor展開で 4階微分まで考慮した式
に，1階・2階微分に対する Taylor展開を用いて，3階・
4階微分を消去する．この結果，Type Aでは 1階と 2
階微分に対する 2 × 2の連立一次方程式が，Type Bで
は 0階から 2階微分に対する 3 × 3の連立一次方程式
が，各点で構成される (なお，[11]は，Type Aは行列が
特異になる場合があるとのことで使用を推奨していな
い)．行列サイズは他の方法より小さい．しかしこれら
は周囲の点の寄与を含む陰的な表現であるため，各点
での微分係数を得るにはグローバルな連立一次方程式
を解く必要がある．
再帰的最小二乗差分では，通常の最小二乗差分に比
べて 1段程度高い精度が得られている [17]．この方法は
full derivativeを用いる (diffuse derivativeの Type Bに相
当する)ため，行列サイズとして 4 × 4の連立一次方程
式を各計算点で構成すれば良いことになる (通常の最小
二乗法に比べて 1つサイズが小さい)．ただし，diffuse
derivativeの最小二乗法を基準にすると，full derivative
の 1階微分に関する演算が余分に必要となる．

5. 結論
本稿では，最小二乗法を用いたメッシュフリー差分
法の高精度化法について概観した．マルチモーメント
法は従属変数として値に加えてその微分係数を取るも
のである．コンパクト差分は，複数の階数の Taylor展
開の線形結合を取ることにより，高精度の微分係数を
陰的に得るものである．一方，再帰的差分法は 1階微
分を繰り返し適用する手法である．これらの方法はい
ずれも有効であるが，適材適所がありうまく使い分け
ていくことが肝要であると思われる．
なお，本稿では粒子法に特有の計算点を動かすこと
は扱わなかったが，今回議論した内容は，メッシュフ
リー差分法・粒子法のいずれにも成り立つことに注意
されたい．
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