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最小二乗SPH法の打切り誤差に基づく
古典的SPH法の離散化誤差の検証

Verification of the discretization error of classical SPH models
based on the truncation error of the least squares SPH method
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This study analytically and numerically examines the discretization errors of classical smoothed particle
hydrodynamics (SPH) models using the truncation error of the least squares SPH (LSSPH) method. The
LSSPH method is a high-accuracy particle scheme and a generalized formulation encompassing classical
SPH models. We demonstrate that classical SPH models can be derived by appropriately selecting the
weight function employed in the LSSPH method. Furthermore, based on both the truncation error analysis
of the LSSPH method and a two-dimensional numerical test, we show that classical SPH models exhibit
zeroth-order accuracy or lower under irregular particle distributions.
Key Words : SPH, Least Squares SPH (LSSPH), Discretization error analysis

1. はじめに
Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH)法 [1,2]は粒
子法の一種であり，高い汎用性を有する数値流体計算
法である．メッシュフリーな SPH法は，境界の大変形
や相変化の取り扱いに有効であり，宇宙惑星科学にお
ける星形成 [1,2]や巨大衝突 [3]，土木工学における地
すべり [4]など，幅広い分野で応用されてきた．
一方，古典的な SPH法は，粒子配置が乱れた場合に
離散化精度が著しく低下することが知られている [5,6]．
この問題は，古典的SPH法の離散化式が理想的な仮定の
下で導出されていることに起因する．具体的には，カー
ネル関数が規格化性条件を厳密に満たすこと，および
粒子配置が対称的であることを仮定している．従って，
流れにより粒子配置が乱された場合や境界付近で粒子
配置に偏りが生じた場合には，離散化式の整合性が保
証されず，0次精度 (すなわち，解像度を大きくしても
精度が向上しない)すら満たされなくなる [6]．
この問題を解決するため，我々は高精度な最小二乗

SPH (Least Squares SPH, LSSPH) 法を開発した [6,7]．
LSSPH法は，最小二乗法の枠組みで定式化された SPH
法であり，Moving Least Squares (MLS)法 [8]の diffuse
derivativeモデル [9,10]に基づく [6]．LSSPH法は，古
典的 SPH法とは異なり，規格化性条件や粒子配置の対
称性を仮定しないため，任意の階数の微分係数を任意の

精度で求めることができる．加えて，LSSPH法は SPH
法の一般化モデルとして位置付けることができ，最小
二乗法で用いる重みを適切に選択することで，従来の
SPH法の離散化式を導出することができる [6]．
本研究では，LSSPH法に関する基礎的研究の位置づ
けとして，LSSPH法の一般化式における打切り誤差を
用い，従来の SPH法の離散化誤差を解析的に評価した．
さらに，2次元の数値テストを実施することで，この解
析的評価の妥当性を検証した．

2. LSSPH法の定式化
(1) LSSPH法の一般化式
ある関数 f に関して，粒子 iの位置 xi における関数
値 f (xi) C fi の微分係数を近似的に求めることを考え
る．そのために，粒子 i近傍の粒子 jに関して，以下の
テーラー展開を考える．

f̃ j =

q∑
k=0

aT
j,k dk (1)

[a j,k]α(k) B
1

lx! ly! lz!
xlx

jiy
ly
jiz

lz
ji (2)

[dk]α(k) B
∂k f

∂xlx ∂yly ∂zlz

∣∣∣∣
x=xi

(3)

lx + ly + lz = k (lx, ly, lz ≥ 0) (4)
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ここで， f̃ j ( j = 1, 2, · · · ,N)は f j を近似した関数 (N は
解析領域に含まれる全粒子数で十分大きな数)，a j,k は
相対位置ベクトル x ji(B x j − xi)と位置 xiにおける k階
の微分係数 dk に関する基底ベクトル，qはテーラー展
開で考慮した最大次数，lx, ly, lz は x, y, z方向の基底の
次数をそれぞれ表す．α(k)は，a j,k と dk の各要素のイ
ンデックスを表し，以下のように定義される．

α(k) B 1, 2, · · · ,
(
k + (3 − 1)

k

)
(k = 0, 1, · · · , q) (5)

dk の近似値を求めるため，残差 R j(B f j − f̃ j)の二乗
重み付き和を最小にすることを考える．まず，(1)式を
残差 R jの定義に代入し，全ての j ( j , i)を考慮するこ
とで

R = f − Ad (6)

を得る．ここで，残差ベクトル R B [R1 · · · RN]T およ
び，ベクトル f B [ f1 · · · fN]Tを定義した．Aおよび d
は以下のように定義されるブロック行列である．

A B


aT

1,0 aT
1,1 · · · aT

1,q
...

...
...

...
...

...
...

...

aT
N,0 aT

N,1 · · · aT
N,q


(7)

d B
[
dT

0 · · · dT
q

]T
(8)

目的関数として，残差の重み付き二乗和を考える．

R2 B
1
2

N∑
j=1

ψ j(ri j)R2
j =

1
2

RTΨR (9)

ここで，ψ j(ri j) (≥ 0)は距離 ri j B |xi − x j|に関して単調
減少する正の重み関数で，Ψ B diag{ψ1 · · · ψN}は重み
関数に関する対角行列である．重み関数を距離の単調
減少関数として設定したのは，粒子 jが粒子 iに近いほ
どテーラ展開が精確になることを考慮したためである．
また，粒子 iが全ての粒子と相互作用するのは，物理的
にも計算量的にも現実的でないので，重み関数はある典
型的な距離でその値がゼロにあることが望ましい (つま
り，重み関数は台を持つ)．最後に，最適化 ∂R2/∂d = 0
を行うと，以下を得る (0はゼロベクトル)．

d̃ =
(
ATΨA

)−1
ATΨ f (10)

ここで，d̃は真の値 dに関する最小二乗推定値を表す．
便宜上，モーメント行列 Mとベクトル bを以下のよう
に定義する．

M B ATΨA (11)

b B ATΨ f (12)

この時

d̃ = M−1b (13)

となる．微分係数の階数に関してブロック化すると

M =


M00 · · · M0q
...

. . .
...

Mq0 · · · Mqq

 (14)

b =
[
bT

0 · · · bT
q

]T
(15)

となる．ここで，ブロック行列に関する添え字 k, l =
0, 1, · · · , qを用いて，以下を定義した．

Mlk B
N∑

j=1

ψ ja j,laT
j,k (16)

bl B
N∑

j=1

ψ j f ja j,l (17)

これらを用いると，最終的に

d̃k =
[
M−1b

]
k

(18)

を得る．ここで，(18)式は最小二乗推定値 d̃の k番目
のブロック要素，すなわち，k 階の微分係数をまとめ
たベクトルを表す．得られた (18)式は，最小二乗法に
基づく粒子法の一般化式であり，MLS法 [8]の diffuse
derivativeモデル [9,10]と数学的に等価である．

LSSPH法では重みとして

ψ j(ri j) ∝
∂βW(ri j; h)

∂rβi j

V j (19)

を用いる．ここで，W(ri j; h) C Wi j は SPH法で用いら
れるカーネル関数，hは台の大きさを規定するパラメー
タ (smoothing length)，V jは粒子 jの体積，βは 0以上の
整数である．従来の SPH法は，LSSPH法で用いられる
重み ((19)式)を適当に設定することで導出することが
できる (詳しくは第 3節を参照)．なお，LSSPH法は既
存の最小二乗法に基づく粒子法 (例えば，Least Squares
Moving Particle Semi-implicit (LSMPS) 法 [11]; Consis-
tent Particle Hydrodynamics in Strong Form (CPHSF) 法
[12])の数学的枠組みと同一である．その唯一の違いは，
様々な SPH法の離散化式を内包するように，重みとし
て (19)式を用いることである．こうすることで，SPH
法に関する既往研究で得られた多様な知見を，LSSPH
法の枠組みに直接活用することができる．

(2) LSSPH法の打切り誤差
LSSPH法における k階の微分係数 ((18)式)の打切り
誤差を考える．まず，(10)式で表される最小二乗推定
値が，真の値 dに対して誤差 ∆を含むと仮定する．

∆ B d̃ − d =
{(

ATΨA
)−1

ATΨ f
}
− d (20)

ここで，∆ B [∆T
0 ∆

T
1 · · · ∆T

q ]T は打切り誤差に関するブ
ロック行列である．両辺に左から Aを掛け，その後 (6)
式を代入し，得られた式に左から ATΨを掛けると

ATΨA∆ = ATΨR . (21)
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を得る．l番目のブロックを取り出すと (l = 0, 1, · · · , q)

N∑
j=1

ψ ja j,laT
j,0∆0 + · · · +

N∑
j=1

ψ ja j,laT
j,q∆q =

N∑
j=1

ψ ja j,lR j

(22)

となる．典型的な粒子間隔 ∆x を用いると，|R| =
O

(
(∆x)q+1

)
および |a j,k | = O

(
(∆x)k

)
(k = 0, 1, · · · , q)と

書かれるので
|∆k | ≤ O

(
(∆x)q+1−k

)
(23)

を最終的に得る．この結果は，「テーラー展開 ((1)式)に
関して q階微分までを考慮した場合，最小二乗推定値
d̃における k階の微分係数が，粒子間隔 ∆xに関して少
なくとも (q + 1 − k)次精度を有する」ことを示してい
る．すなわち，(18)式の打切り誤差は

d̃k = dk + O
(
(∆x)q+1−k

)
(24)

と表すことができる．

3. 従来の SPH法の再現と離散化誤差の解析的評価
本節では，0,1,2 階微分に関する従来の SPH モデル
が，LSSPH法で用いる重みを適当に選ぶことで再現さ
れることを示す．その上で，LSSPH法の打切り誤差を
表す (24)式を用い，これらの実効的な離散化誤差を解
析的に求める．以下では，スムージング長さ hは粒子
間隔 ∆xに比例し，台 Ωに含まれる粒子数は一定であ
ると仮定する．

(1) 0階微分
k = 0, q = 0, ψ j = Wi jV j (≥ 0)とすると， (18)式およ
び (24)式は以下のように書ける．

f̃i =

∑
j∈Ωi

Wi jV j

−1 ∑
j∈Ωi

f jWi jV j C ⟨ f ⟩CSPH
i (25)

⟨ f ⟩CSPH
i = fi + O

(
(∆x)1

)
(26)

ここで，Ωi は位置 xi を中心とするカーネル関数の台，
fi は位置 xi における関数 f の真の値をそれぞれ表す．
記号 ⟨ f ⟩model

i は，SPH法の離散化モデルを用いて計算さ
れた位置 xiにおける関数 f の値を表し，上付き添え字
“model”は，各離散化モデルの名称を表す．(25)式は 0
階微分に関する SPH法の高精度モデルであり，Bonet
and Lok [13]によって提案された Corrected SPH (CSPH)
kernel correctionモデルを表す．
得られた (25)式から，0階微分に関する古典的モデ
ルを導く．古典的 SPH法では，空間微分を粒子体積の
和として表現する．例えば，カーネル関数の規格化性
条件 ∫

Ωi

Wi jdx j = 1 (27)

を離散化 (粒子近似)すると∑
j∈Ωi

Wi jV j = 1 (28)

図–1 規格化性条件に関する誤差の概念図 (本図は Shobuzako
et al. [6]から引用)．(a)粒子近似に伴う誤差．(b)粒子
配置の対称性の破綻．

となる．これを (25)式および (26)式に代入すると

⟨ f ⟩classical
i B

∑
j∈Ωi

f jWi jV j = fi + O
(
(∆x)1

)
unity

(29)

というよく知られた古典的 SPH法の基礎式を得る．こ
こで，添え字 unityは規格化性条件が厳密に満たされる
場合の精度を表す．
しかし，(28) 式で表される規格化性の式は，粒子近
似に伴う誤差の影響や，粒子配置の対称性の破綻の影
響によって，厳密には成り立たない (図-1)．すなわち，∑

j∈Ωi

Wi jV j = 1 + O
(
(∆x)0

)
non

(30)

である．ここで，添え字 nonは規格化性条件が満たされ
ない場合の精度を表し，離散化誤差の導出には，Wi j =

O((∆x)−ndim)および V j = O((∆x)ndim)を用いた (ndimは
空間次元を表す). (30)式を，(25)式および (26)式に代
入すると

⟨ f ⟩classical
i = fi + O((∆x)0)non (31)

を得る．ゆえに，0階微分に関する古典的モデルは，粒
子間隔 ∆xに関して 0次精度であると結論付けられる．

(2) 1階微分
k = 1, q = 1, ψ j = −(V j/ri j)(dWi j/dri j) (≥ 0)とする
と，(18)式および (24)式は以下のように書ける．

∇̃ f (xi) = B−1
i

∑
j∈Ωi

( f j − fi)∇iWi jV j C ⟨∇ f ⟩CSPH
i (32)

⟨∇ f ⟩CSPH
i = ∇ f (xi) + O

(
(∆x)1

)
(33)

Bi B
∑
j∈Ωi

(∇iWi j)xT
jiV j (34)

ここで，∇iは位置 xiにおける空間微分，∇ f (xi)は位置
xiにおける f の 1階微分の真の値をそれぞれ表す. 本計
算では，fiの値は既知とし，最小二乗法によっては決定
しないものとした．これは，1階微分に関する SPH法
の高精度モデルであり，Bonet and Lok [13]によって提
案された CSPH gradient correctionモデルを表す．

0階微分と同様にして，1階微分に関する古典的 SPH
法の離散化モデルを導く．まず，対称性から∫

Ωi

∇i

(
Wi jxT

ji

)
dx j = −

∫
Ωi

∇ j

(
Wi jxT

ji

)
dx j = 0 (35)
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が成り立つ．これを粒子近似した式を用いると，(34)
式は

Bi =
∑
j∈Ωi

∇i

(
Wi jxT

ji

)
V j −

∑
j∈Ωi

Wi j∇ixT
jiV j = I

∑
j∈Ωi

Wi jV j

(36)

と簡単化される．ここで，Iは単位行列である．(30)式
を用いると

Bi = I + O
(
(∆x)0

)
non

(37)

となり，これを (32)式に代入すると
⟨∇ f ⟩classical−DIF

i B
∑
j∈Ωi

( f j − fi)∇iWi jV j

= ∇ f (xi) + O
(
(∆x)0

)
non

(38)

を得る．ここで，テーラ展開から ( f j − fi) = O((∆x)1)と
し，∇iWi jV j = O((∆x)−1)とした．本モデルは，速度の
発散を計算する際に専ら用いられる古典的モデルであ
る．以降は (38)式を古典的差モデルと呼ぶ．
粒子配置が対称的であると仮定すると，(38)式から
他の古典的モデルを導くことができる．この場合，カー
ネル関数の対称性を用いることで∑

j∈Ωi

∇iWi jV j = 0 . (39)

が有効であり，これを (38)式に代入することで
⟨∇ f ⟩classical−STD

i B
∑
j∈Ωi

f j∇iWi jV j

= ∇ f (xi) + O
(
(∆x)0

)sym

non
(40)

⟨∇ f ⟩classical−SUM
i B

∑
j∈Ωi

( fi + f j)∇iWi jV j

= ∇ f (xi) + O
(
(∆x)0

)sym

non
(41)

がそれぞれ得られる．ここで，添え字 symは粒子配置
が対称的である場合の精度を表す．以降は，(40)式を
古典的標準モデル，(41)を古典的和モデルと呼ぶ．古
典的標準モデルは，SPH法の最も始原的なモデルであ
る [1,2]．古典的和モデルは，保存性の観点から，圧力
勾配項 (圧力の 1階微分項)に広く用いられている．

(39)式は粒子配置が乱れた場合には厳密に満たされ
ない (図-1 (b))．この場合，(39)式は (30)式を微分する
ことにより∑

j∈Ωi

∇iWi jV j = 0 + O
(
(∆x)−1

)asym

non
(42)

と改められる．ここで，添え字 asymは粒子配置が対称
的でない場合の精度を表す．これを (38)式に代入する
ことで

⟨∇ f ⟩classical−STD
i = ∇ f (xi) + O

(
(∆x)−1

)asym

non
(43)

⟨∇ f ⟩classical−SUM
i = ∇ f (xi) + O

(
(∆x)−1

)asym

non
(44)

を改めて得る．従って，古典的標準モデルおよび古典
的和モデルは，粒子間隔 ∆xに関して −1次精度と求め
られる．これは，粒子間隔を小さくする (解像度を向上
させる)と，その誤差が増大することを意味している．

(3) 2階微分
本研究では，2階微分としてラプラシアンを考えた．

k = 2, q = 2, ψ j = −(V j/r3
i j)(dWi j/dri j) (≥ 0)とすると，

(18)式および (24)式は以下のように書ける．

∇̃2 f (xi) = 2
∑
j∈Ωi

( f j − fi)
x ji · ∇iWi j

r2
i j

V j C
〈
∇2 f

〉classical−LAP

i

(45)〈
∇2 f

〉classical−LAP

i
= ∇2 f (xi) + O

(
(∆x)0

)sym

non
(46)〈

∇2 f
〉classical−LAP

i
= ∇2 f (xi) + O

(
(∆x)−1

)asym

non
(47)

ここで，∇2 f (xi)は位置 xi における f のラプラシアン
の真の値を表す．本計算では， fi の値は既知とし，最
小二乗法によっては決定しないものとした．(45)式は，
Brookshaw [14]によって提案され，Morris et al. [15]に
よって 3次元に拡張されたラプラシアンの古典的モデ
ルである．1階微分の場合と同様に考えることで，粒子
配置が対称的な場合には 0次精度，粒子配置が乱れた
場合には −1次精度であることを導くことができる [6]．

(4) 従来 SPH法の離散化精度のまとめ
以上の解析的結果を表-1にまとめた．本表では，規
格化性条件および粒子配置の対称性が満たされない場
合の離散化精度を記載した．全ての古典的モデルの離
散化精度が，0次精度以下であることは注目に値する．

表–1 古典的 SPH法の実効的な離散化精度．nは，規格化性
条件および粒子配置の対称性が破綻した場合に，各モ
デルの離散化精度が O((∆x)n)となることを表す．

Eq. Scheme n

(31) ⟨ f ⟩classical
i B

∑
j∈Ωi

f jWi jV j 0

(25) ⟨ f ⟩CSPH
i =

(∑
j∈Ωi

Wi jV j

)−1 ∑
j∈Ωi

f jWi jV j 1
(38) ⟨∇ f ⟩classical−DIF

i B
∑

j∈Ωi
( f j − fi)∇iWi jV j 0

(43) ⟨∇ f ⟩classical−STD
i B

∑
j∈Ωi

f j∇iWi jV j −1
(44) ⟨∇ f ⟩classical−SUM

i B
∑

j∈Ωi
( fi + f j)∇iWi jV j −1

(32) ⟨∇ f ⟩CSPH
i B B−1

i
∑

j∈Ωi
( f j − fi)∇iWi jV j 1

(47)
〈
∇2 f

〉classical−LAP

i
B 2

∑
j∈Ωi

( f j − fi)
x ji·∇iWi j

r2
i j

V j −1

4. 数値的検証
本節では，2次元の数値実験により，第 3節で論じた
離散化誤差の解析的評価の妥当性を検証する．本研究
では，表-1で示した離散化モデルの一部を用いて，関
数の空間微分を再現することを考えた．そのテスト関
数として以下を考えた [16]．

f (x, y) =
3
4

exp
[
−(9x − 2)2/4 − (9y − 2)2/4

]
+

3
4

exp
[
−(9x + 1)2/49 − (9y + 1)/10

]
+

1
2

exp
[
−(9x − 7)2/4 − (9y − 3)2/4

]
− 1

5
exp

[
−(9x − 4)2 − (9y − 7)2

]
(48)
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ここで，x, yは位置を表し，解析領域は 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤
y ≤ 1とした．誤差評価の指標として，L2ノルムで規格
化した二乗平均平方根誤差を使用した．

E2 B

√∑N
i=1(⟨ϕ⟩i − ϕi)2√∑N

i=1 ϕ
2
i

(49)

ここで，ϕは関数，ϕi は位置 xi における ϕの真の値，
⟨ϕ⟩i は SPH法の離散化モデルを用いて計算された位置
xi における ϕの値をそれぞれ表す．本研究では，ϕと
して次の 3つの場合を考えた．
• (48)式の 0階微分 (i.e., f )
• (48)式の xに関する 1階微分 (i.e., ∂ f /∂x C fx)
• (48)式のラプラシアン (i.e., ∇2 f )
計算設定として，実際の流体計算で発生するような
乱れた粒子配置を想定した．具体的には，規則的に粒
子を配置した後，一様乱数によって各粒子の位置を乱
した (図-2)．位置摂動の大きさの最大値は，規則的な配
置における均等粒子間隔 ∆xの 0.3倍とした．境界付近
の粒子は粒子配置の乱れが大きいため，本研究では台
が解析領域内に完全に含まれる粒子と，そうでない粒
子とに分けて解析した．以降は前者を内部粒子，後者
を境界近傍粒子と呼ぶ (図-2)．
本研究では，LSSPH法の離散化精度も同時に検証し
た．LSSPH法の重みとして ψ j(ri j) = Wi jV jを使用した．
この場合，規格化性条件が厳密に満たされる理想的な
場合において，SPH法の基礎式 ((29)式)に還元される．
本計算では，0階微分を計算する際は q = 1，1階微分
および 2階微分を計算する際は q = 2とした．この時，
(24)式から，それぞれ 2次精度，2次精度，1次精度に
なることが期待される．また，1階微分および 2階微
分を計算する際は，自身の関数値 fiは既知であるとし，
最小二乗法では決定しないものとした．

図–2 計算で用いた粒子配置 (本図は Shobuzako et al. [6] の
図を改変したものを引用)．赤色は内部粒子，灰色は境
界近傍粒子をそれぞれ表す．青色の円は左下に位置する
粒子 (青色で示した)の台の大きさを表す．

(1) 内部粒子の結果
内部粒子に関して，0階微分の結果を図-3，1階微分
の結果を図-4，2 階微分の結果を図-5 にそれぞれ示し
た．0階微分に関しては，古典的モデル，CSPH kernel

correction モデル，LSSPHモデル (k = 0, q = 1)，1階
微分に関しては，古典的標準モデル，古典的差モデル，
CSPH gradient correction モデル，LSSPH モデル (k =
1, q = 2)，2階微分に関しては，古典的ラプラシアンモ
デル，LSSPH (k = 2, q = 2)をそれぞれ考慮した．全て
の場合において，第 3節の解析的評価と整合的な結果
を得た．古典的な 0階微分モデルは，規格化性条件の破
綻によって 0次精度になることが期待されるため，ϕと
して (28)式の左辺を考慮した場合も計算した (図-3の
シアン色の破線)．その結果，解析的議論から期待され
る 0次精度を実際に確認することができた．

図–3 粒子間隔 ∆xに対する f に関する誤差 E2の収束性 (本図
は Shobuzako et al. [6]の図を改変したものを引用)．本
図は内部粒子に関する結果を表す．青色の実線は 0階微
分に関する古典的モデル，黄色の実線は CSPH kernel
correction モデル，赤色の破線は LSSPH モデル (k =
0, q = 1)，シアン色の破線は ϕ として (28) 式の左辺を
用いた場合の結果をそれぞれ表す．

図–4 粒子間隔 ∆xに対する fx に関する誤差 E2 の収束性 (本
図は Shobuzako et al. [6] の図を改変したものを引用)．
本図は内部粒子に関する結果を表す．青色の実線は古典
的標準モデル，緑色の実線は古典的差モデル，黄色の実
線は CSPH gradient correction モデル，赤色の破線は
LSSPHモデル (k = 1, q = 2)の結果をそれぞれ表す．

(2) 境界近傍粒子に関する結果
境界近傍粒子の結果を図-6に示した．計算で用いた
モデルは内部粒子の場合と同じである．この場合も内
部粒子の結果と同様に，第 3節の解析的評価と整合的
な結果を得た．
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図–5 粒子間隔 ∆x に対する ∇2 f に関する誤差 E2 の収束性
(本図は Shobuzako et al. [6] の図を改変したものを引
用)．本図は内部粒子に関する結果を表す．青色の実線
は古典的ラプラシアンモデル，赤色の破線は LSSPHモ
デル (k = 2, q = 2)の結果をそれぞれ表す．

図–6 粒子間隔 ∆x に対する誤差 E2 の収束性 (本図は
Shobuzako et al. [6] の図を改変したものを引用)．本
図は境界近傍粒子に関する結果を表す．(左図) 0 階微
分，(中図) 1階微分，(右図) 2階微分．各モデルの説明
は図-3-図-5と同じ．

5. 結論
本研究では，LSSPH法に関する基礎的研究という位
置づけとして，LSSPH法の一般化式における打切り誤
差を用い，従来 SPH法の離散化誤差を解析的に評価し
た．その結果，古典的 SPH法の離散化モデルの全てに
おいて，0次精度以下になることが明らかとなった．さ
らに，2次元の簡単な数値テストを実施し，これらの理
論的解析の結果を検証した．以上の結果から，SPH法
による流体計算の精度や整合性を保証するには，高精
度 SPH法の実装が不可欠であることが示唆された．
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