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粗なメッシュ上の高精度圧力近似を用いる
Stokes問題の混合 Galerkin法

A mixed Galerkin approximation for the Stokes problem using higher order
approximation on coarse meshes
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A mixed Galerkin approximation for the Stokes problem is proposed. We use the standard finite element
approximation for the velocity. On the other hand, the pressure is approximated by a higher order polynomial
space on coarse meshes. We show by a numerical example that this method is accurate for a problem with
a large external force, which is compared to the standard P2/P1-element. We also show that the resultant
linear system is efficiently solved by a Krylov subspace method.
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1. はじめに
流体の挙動を制御する工学や産業応用の問題として，
また，血管を流れる血の流量や物質の濃度を予測する医
学の問題として [8]，流れ解析の需要は普遍的に現れる．
非圧縮粘性流の運動を記述する Navier–Stokes方程式の
解の数値計算において，非線形性の扱いや移流項の適
切な近似法等の多くの議論があるが，ここでは未知関
数である流速と圧力の近似法に注目するために Stokes
問題に焦点を当てる．
問題を Galerkin近似して解を求める場合，流速と圧
力を近似する空間を独立に選ぶことはできず，これらの
対が inf-sup条件を満たすことが要求される [4,6]．これ
は，流速近似空間の自由度の数を圧力のそれよりも「十
分多く」する必要性を意味している．Inf-sup定数の大
きさは近似解の精度だけではなく，離散化後の連立一次
方程式の係数行列の条件数にも影響する [4]．Galerkin
近似の一つである有限要素法は様々な領域に適用可能
であるという幾何学的柔軟性が特長の一つである．流速
に三角形 2次要素，圧力に三角形 1次要素を用いる近
似空間の対 (P2/P1要素あるいは Taylor–Hood要素) は
inf-sup条件を満たすものとしてよく知られている [4,6]．
一方，総説 [5,7]においては P2/P1要素によって良好
に近似解を計算できない例が報告されている．総説 [7]
では大きな Coriolis 力や浮力が働く問題が挙げられて
いる．ここでは通常の有限要素近似においては厳密に満
たされない非圧縮性の近似度が重要な論点となってお
り，非圧縮性に関するペナルティー項である grad-div安
定化項の付加や厳密に非圧縮性を満たす Scott–Vogelius
要素の有効性が示されている．一方で [1]では，Coriolis
力が働く地球流体力学の問題においては，圧力離散空
間を大きく，滑らかな空間に置き換えることが本質的
であると述べられている．文献 [2,3,11] においては圧
力の近似度に着目することにより，大きな外力と同種

の難しさである粘性係数依存性の改善が行われてきた．
しかし，圧力の高精度近似は圧力の自由度の数の増加
につながり，inf-sup条件との両立が容易ではなくなる
ため，安定化手法が必要であった．
本報告においては，有限要素法がもつ幾何学的柔軟
性と前述の圧力の高精度近似を両立させる目的で，流
速に標準的な密なメッシュ上の有限要素空間を用い，圧
力に粗なメッシュ上の高次多項式からなる空間を用い
る粗密メッシュ混合 Galerkin近似を提案する．これは，
流速を有限要素近似，圧力をスペクトル近似する対 [12]
の一般化であり，少ない自由度で高精度な圧力近似を
実現することを意図している．大きな外力を持つ問題
と，管状領域における流れ問題を設定し，精度と連立
一次方程式の求解効率を P2/P1要素と比較する．

2. Stokes問題の粗密メッシュ混合 Galerkin近似
(1) Stokes問題とその Galerkin近似

(u, p) : Ω→ R2 × Rを未知関数とする Stokes問題

−ν∆u + ∇p = f , x ∈ Ω, (1a)

∇ · u = 0, x ∈ Ω, (1b)

u = 0, x ∈ ∂Ω (1c)

を考える．ここで，Ω ⊂ R2 は多角形領域，∂Ωはその
境界，ν > 0 は粘性係数を表す定数， f : Ω → R2 は
与えられた関数である．この連続問題では V × Q :=
H1

0(Ω)2 × L2
0(Ω)が基盤となる関数空間である．ここで，

H1
0(Ω) := {ψ ∈ H1(Ω);ψ = 0, x ∈ ∂Ω}, L2

0(Ω) := {q ∈
L2(Ω);

∫
Ω

q dx = 0}である.

注意 1. 議論を簡単にするためいくつかの条件をおいた
が，第 3.節では他の領域や境界条件の計算例も見る．
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図–1 正方形領域 Ωに対する粗密メッシュ．三角形分割が Th,
色分けされたマクロ要素の集まりがMh を表す．

VG ⊂ V , QG ⊂ Q をそれぞれ有限次元部分空間とす
る．Stokes 問題 (1) の Galerkin 近似問題は，次を満た
す (uG, pG) ∈ VG × QG を求める問題である．

a(uG, vG) + b(vG, pG) = ( f , vG), ∀vG ∈ VG, (2a)

b(uG, qG) = 0, ∀qG ∈ QG. (2b)

ここで，(·, ·)は L2(Ω)内積 (ϕ, ψ) :=
∫
Ω
ϕψ dxであり，

a(u, v) := ν(∇u,∇v), b(v, q) := −(∇ · v, q).

問題 (2)が適切であるためには，inf-sup条件

β := inf
qG∈QG\{0}

sup
vG∈VG\{0}

b(vG, qG)
∥∇vG∥L2(Ω)∥qG∥L2(Ω)

> 0

の成立が要求される．さらに，良好な数値解や理論結
果を得るためには，βが離散化パラメータに依存しない
ことも要求される．
標準的な議論 [6]から次が成り立つ．
補題 1. VG0 := {wG ∈ VG; b(wG, qG) = 0, ∀qG ∈ QG}と
するとき

∥∇(u − uG)∥L2(Ω) ≤2 inf
wG∈VG0

∥∇(u − wG)∥L2(Ω)

+ ν−1 inf
qG∈QG

∥p − qG∥L2(Ω). (3)

(2) 粗密メッシュ混合 Galerkin近似
Th をΩの三角形分割とし，密なメッシュと呼ぶ．M
を Th のいくつかの隣接する要素の和集合とし，これ
ら Mの集まりをMh とする．ただし，三角形分割と同
様に，
条件 1：∪M∈Mh M = Ω,
条件 2：∀M1,M2 ∈ Mh,M1 , M2

⇒ int(M1) ∩ int(M2) = ∅
を満たすものとする．これを粗なメッシュと呼ぶ．M ∈
Mh をマクロ要素とも呼ぶ．図 1に Ωが正方形のとき
の例を示す．
Pm(ω)を ω ⊂ R2 上の高々 m次多項式の集合とする．

Galerkin近似対 (VG,QG)として以下の粗密メッシュ混
合 Galerkin近似対を提案する:

VTh,k := {vh ∈ V; vh|K ∈ Pk(K)2, ∀K ∈ Th},
QMh,N := {qh ∈ Q; qh|M ∈ PN(M), ∀M ∈ Mh}.

ここで k,N は正の整数である．

図–2 Q̃Mh ,N の基底の例．

注意 2. • 簡単のためにすべての M ∈ Mh で N は同
じとしたが，変えることも考えられる．
• VTh,k の元は連続であるが，QMh,N の元は一般には
不連続である．

(3) 圧力空間作成の指針
良好な近似解を得るためのMh と N の選択について
コメントする．
式 (3)の右辺第 2項目を考慮すると，νが小さい，ま
たは pが大きい問題において，圧力の高精度な近似が
有効であることがわかる．∥p− qG∥L2(Ω)を小さくする観
点，つまり，各 M ∈ Mh に対して PN(M)に良い近似能
力を持たせる観点からは，Nは大きく, Mは星型である
ことが望ましい．
一方，inf-sup定数の大きさとのバランスにより N を
選ぶ必要もある．文献 [6, II, Theorem 1.12.] の議論など
から，領域全体の inf-sup安定性は各 M におけるそれ
に帰着される．Mh が領域 Ω全体のみからなるときの
議論は [12]にある．

(4) 圧力空間の基底の選択と前処理
圧力の空間を次で置き換えると，基底の導入などの
実装面が容易になる．

Q̃Mh,N := {qh ∈ L2(Ω); qh|M ∈ PN(M), ∀M ∈ Mh}.

式 (1)のように境界全てに Dirichlet条件を課す場合，定
数の不定性のため，圧力解 phは Q̃Mh,N 内に一意に定ま
らない．解くべき連立一次方程式の係数行列が正則に
ならないが，最小残差 (MINRES)法等の反復解法は適
用できる [4]．

Q̃Mh,N の基底として次が考えられる．

ψM,i, j(x) =

PM1,i(x1)PM2, j(x2), x ∈ M,

0, x < M.

ここで，M ∈ Mhで，i, jは i+ j ≤ N を満たす非負整数
であり，PMr,s は M の xr 方向に関して適切にスケール
された s次の Legendre多項式である．図 2に一例を示
す．Mが長方形であれば自然なスケーリングができる．
そうでない場合でも任意のスケーリングで基底の定義
自体はできるが，係数行列の条件数を考慮すると，領域
に応じた基底の選び方には注意を要する．基底の選び方
により条件数が悪化することは virtual element method
でも報告されている [9]．
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図–3 例 1における数値結果の H1 誤差．GDmは grad-div安
定化項をパラメータ 10m で付加したことを，mixN の N
は混合近似の圧力の次数を表す．

1000 2000
Iter.

1e-5

1e-1

1e-10

res (abs)

P2P1

GD0

GD+1

mix6

図–4 例 1におけるMINRESの残差 (res)と反復回数 (Iter.).
凡例は図 3と同じ．

3. 数値結果
粗密メッシュ混合 Galerkin近似を単に混合近似 (mix)
と呼ぶ．混合近似の計算結果との比較のため，P2/P1有
限要素での計算結果も示す．問題ごとに混合近似のた
めの粗密メッシュを示すが，P2/P1要素においても同じ
密メッシュを用いる．流速の有限要素空間の次数 kを 2
とする．連立一次方程式はMINRES法 [10]で解き，初
期ベクトルは 0 ,前処理は無しとする．
例 1. Ω = (0, 1)2 とし，式 (1a) において ν = 1, f =
(0, 1000 sin(3πx2))とする．

u = 0が解であるため，uの H1 セミノルムを見るこ
とにより誤差を計ることができる．ここでは P2/P1要
素使用時に grad-div安定化項 (例えば [7]を参照)を加
えた結果も見る．図 1の粗密メッシュを用いる．混合
近似における QMh,N の基底は各正方形に関してスケー
リングをし，次数 N は変化させて実験する．
図 3 は各計算手法における H1 誤差を示している．

P2/P1要素の誤差は 1に近い．grad-div安定化項を大き
なパラメータで付加すれば改善が見られる．混合近似
は N を大きくすれば誤差は 10−2以下となった．図 4は
MINRESの収束履歴を示している．grad-div安定化項
を付加すると無しのとき (P2P1)よりも収束が遅くなり，
特に大きなパラメータの時にそれが顕著である．一方，
混合近似 (N = 6)の収束は P2/P1要素よりも速い．
例 2. Ω を図 5で与えられた領域とし，式 (1a) におい
て ν = 1, f = 0 とする．Γin においては Dirichlet 条件

Γin

Γout

Γout

-3 1 4
x1

-1.5

-0.5

0.5
1

1.5

x2

図–5 例 2の領域 Ωと境界．

図–6 上：例 2で用いる粗密メッシュ．三角形分割は密なメッ
シュを，色分けされたマクロ要素の集まりが粗なメッ
シュを表す．下：Legendre多項式の基準となる長方形．

u = (4(x2+0.5)(0.5−x2), 0)を，ΓoutにおいてはNeumann
条件 ν ∂u

∂n − pn = 0 を，その他の境界においては u = 0
を課す．ここで nは外向き単位法線ベクトルを表す．
図 6上に示す粗密メッシュを用い，QMh,N における次
数 N は 4とし，基底は下に示す長方形に関してスケー
ルした．
図 7と図 8の第 1行はそれぞれ P2/P1要素と混合近似
による数値解の流速第 1成分を示している．顕著な差は
観察されない．第 2行以降はMINRESの反復過程の途
中における数値解を示している．400ステップ，x1 = 4
において，P2/P1要素の解はほぼ 0であるが，混合近似
の解は最終結果と同じ形をしている．図 9と図 10はそ
れぞれ P2/P1要素と混合近似による圧力の数値解と反
復過程を示している．混合近似の解からは，x1 = 0付
近においてマクロ要素の境界における不連続性が観察
される．その他の傾向は流速のそれと同じである．

4. おわりに
本稿では流速を密なメッシュで，圧力を粗なメッシュ
で高次多項式を用いる方法を提案し，精度と連立一次
方程式の反復解法における効率を比較した．本稿では
MINRESの前処理については触れられなかったが，こ
れを考慮した反復回数と計算効率の比較は今後の重要
な課題である．
謝辞: 本研究は JSPS科研費 JP21K13838 の助成を受
けた．
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P2/P1

図–7 流速第 1成分に関するスキームの解（第 1行）とそこ
へのMINRESの収束履歴 (第 2行以降)．P2/P1要素．

mix

図–8 流速第 1成分に関するスキームの解（第 1行）とそこ
へのMINRESの収束履歴 (第 2行以降)．混合近似．
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P2/P1

図–9 圧力に関するスキームの解（第 1行）とそこへのMIN-
RESの収束履歴 (第 2行以降)．P2/P1要素．

mix

図–10 圧力に関するスキームの解（第 1行）とそこへのMIN-
RESの収束履歴 (第 2行以降)．混合近似．
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