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構造解析における有限要素法の線形ソルバーとしての
量子特異値変換の適用性の検討

Investigation of the applicability of quantum singular value transformation
as a linear solver for the finite element method in structural analysis.
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In structural analysis, solving large-scale linear equations is computationally expensive. Quantum computers
have the potential to solve this problem, and it is expected that Quantum Singular Value Transformation
(QSVT) can efficiently calculate inverse matrices. On the other hand, QSVT has not been applied to practical
applications with a large condition number. In this study, we examined whether QSVT can be applied to
computational mechanics as a linear solver for the finite element method from a practical point of view. As
a result, although some improvement in accuracy was observed when the eigenstate filtering function was
used, it was confirmed that there are still various issues, including accuracy and computational complexity.
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1. 序論
有限要素法（FEM）をはじめとした構造解析手法に
おいて，対象構造の大規模化や計算上の細分化によっ
て大規模行列の計算が必要となる．これは計算コスト
上問題になり，特に線形方程式 Ax = bの求解はアル
ゴリズム全体での大きなボトルネックとなる．一方で，
スーパーコンピュータなどの古典コンピュータは，半
導体の集積度の限界からこれ以上の革新的な性能の向
上が期待できない．
これらの問題を解決する可能性があるのが，量子力
学の特性を利用した量子コンピュータである．量子コ
ンピュータは古典コンピュータに比べて指数的に多い
メモリ数と一部のアルゴリズムの高速化を特徴として
おり，素因数分解や線形ソルバーをはじめとして様々な
アルゴリズムが提案されている [1][2]．また，近年提案
された量子特異値変換（QSVT）[3][4]は，上記のアル
ゴリズムを全て記述できる包括的なアルゴリズムであ
り，量子アルゴリズムの大統一理論と呼ばれ注目を集
めている．QSVTによる逆行列計算は，線形方程式に
対する量子緩和（quantum relaxation for linear systems）
の中でも条件数に対する計算量の依存性が小さく，最
新の量子線形ソルバーであると言える．一方で，QSVT
の逆行列計算が条件数の大きい実用的な問題に適用さ
れた例はほとんどない．
そこで本研究では，QSVTによる逆行列計算を有限
要素法の線形ソルバーとして適用する．これにより，構
造解析を量子加速する可能性について原理的な側面と
実際の適用を踏まえて議論を行うとともに，QSVTに
よる逆行列計算の，条件数が大きい実用的な問題への
適用性についても検討を行う．

2. 量子特異値変換（QSVT）による逆行列計算
本項では，QSVTの概要と QSVTによる逆行列計算
について説明する．なお，本研究では正定値対称行列
を取り扱うため，以降は量子特異値変換と量子固有値
変換を区別しない．

(1) QSVTの概要
量子特異値変換（QSVT）は任意の行列 Aの特異値σ
に多項式関数 P(x)を効率的に作用させる量子アルゴリ
ズムである．QSVTは主に 1.量子信号処理（Quantum
Signal Processing, QSP），2. 量子ビット化（Qubitiza-
tion），3.ブロック埋め込み（Block encoding）の基本
的な 3つの理論から構成される．詳細な説明は省略す
るが，1量子ビットに多項式関数を作用させる QSPの
理論を，量子ビット化の理論を用いて 2量子ビット以
上にも適用できるよう拡張し，また扱いたい行列 Aを
量子回路にエンコードするためブロック埋め込みを行
うことで，任意の行列 Aの特異値 σに多項式関数を作
用せることが可能となる．ここで，N × N の正定値対
称行列 Aは以下のような固有モードの重ね合わせで表
現できる．

A = λ1 |λ1⟩ ⟨λ1| + λ2 |λ2⟩ ⟨λ2| + · · · + λN |λN⟩ ⟨λN | (1)

ここに，λiは行列の i番目の固有値であり，ブラケット
記法で表された |λi⟩ ⟨λi|はそれぞれの固有ベクトルのテ
ンソル積によって得られる行列である．λi → P(λi)と
いう操作はすなわち A → P(A)を意味し，QSVTは量
子回路上で A → P(A)を効率的に行うアルゴリズムで
あると言える．ここで，様々な目的に対応した多項式
を用いることとで，今まで提案されてきた量子アルゴ
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図–2 Shape of Eigenstate filtering funcition(E(A)) and opti-
mized polynomial(P(A))

リズムは QSVTによって記述することができる．この
ことから，QSVTは量子アルゴリズムの大統一理論と
して呼ばれている．

(2) QSVTによる逆行列計算
逆行列計算では，y = 1

x を多項式近似した関数である
P(x)を，行列 Aの固有値に作用させることで A−1と変換
する．すなわち，以下のような式変換を行った後，|b⟩に
作用させることで効率的に線形方程式の解 |x⟩ = A−1 |b⟩
を得ることができる．

A−1 = λ−1
1 |λ1⟩ ⟨λ1| + λ−1

2 |λ2⟩ ⟨λ2| + · · · + λ−1
N |λN⟩ ⟨λN |

(2)

なお，Martyn ら [4] による QSVT の逆行列計算では，
精度良く y = 1

x を多項式近似する次数 d は d =

O(κ log(κ/ϵ)) であるとされている. ここに，κ は 行列
Aの条件数，ϵ は多項式近似の許容誤差である．

3. 実用上の課題
QSVTによる逆行列計算を行う上で発生する課題を
挙げ，実用的な観点から議論する．詳細な説明は省略す

るが，まず多項式関数 P(A)は |P(A)| ≤ 1 ∀x ∈ [−1, 1]
である必要がある．ここで x軸には，行列 Aの固有値
λが [λmin, λmax]→ [ 1

κ
, 1]のようにスケーリングされて，

範囲内に分布していると考える．y = 1
x はこの要請を

満たすように y = s 1
x のようにしてスケーリングされ

る．図 1に s = 0.1, 0.01, 10−6の場合の y = s 1
x の概形を

示す．条件数が大きくなるほど，[ 1
κ
, 1]の範囲が 0付近

まで広がるため，sの値を小さくしていく必要がある．
s = 10−6 ほどになると，ほぼ直角の関数になり，多項
式近似に多くの次数を必要とすることが想像できる．
以上のことは，多項式の理論的な次数からも評価す
ることができる．仮に κ = 106 となった場合は，少な
くとも 106 個以上の次数の多項式で近似する必要があ
る．さらに，実用的にはこの多項式を量子回路上で再
現するために，回路上の位相因子 ϕをパラメータとし
た古典手法による最適化する必要がある．このような
数のパラメータを古典最適化手法によって最適化する
のは困難であり，多くの計算コストを要する．合わせ
て， QSVTにおける最大回路深さは多項式近似の次数
に等しく d = O(κ log(κ/ϵ)) であるとされており，条件
数の大きい問題について，量子コンピュータの実機で
QSVTによる逆行列計算をすることは回路の深さの観
点からも現状では困難であると言える．なお，QSVTの
逆行列計算の回路深さの問題については，文献 [5]でも
指摘されている．
一方で我々が対象とする行列の条件数は，対象構造の
材料の複合性や形状の複雑性に起因し，簡単に κ = 106

以上となる．以上を踏まえれば，単純に QSVTによる
逆行列計算を有限要素法などの線形ソルバーの代替と
して利用することは効率的であるとは言えない．

4. 固有状態フィルタリング関数の挿入
前項までの検討から，QSVTの理論通りに精度よく
条件数の大きい行列の線形方程式を解くことは実用的
でないことが分かった．そこで，より少ない次数，す
なわち位相因子で低精度の多項式近似を行い，Newton-
Raphson法の収束性から有限要素方程式 Fint = Fext の
解を得ることを試みる．
図 2の y = s 1

x には，s = 0.1014としたときの関数の
概形を示している．一方で，y = s 1

x を [ 1
4 , 1]の範囲で再

現する多項式 P(λ)は，λが小さい値について，y = s 1
x

が表現できていない．逆行列 A−1 の

A−1 =
1
λ1
|λ1⟩ ⟨λ1| +

1
λ2
|λ2⟩ ⟨λ2| + · · · +

1
λN
|λN⟩ ⟨λN | (3)

という展開式を考えれば，λが小さいほどその固有モー
ドの A−1 への寄与度は大きく，P(λ)は寄与度が大きい
範囲ほど近似の精度が低くなってしまっている．そこ
で本研究では，一般に表現できない固有値の小さい範
囲を固有状態フィルタリング関数（Eigenstate filtering
function）[6]E(λ)によって補完することで，小さい固有
値についての 1

λ
の値を大きくし，精度が改善すること

を期待する．それぞれの関数を作用させるユニタリ演
算子UPと UE は，図 3に示すようにアダマールゲート
Hとコントロールビットによって UP +UE とすること
が可能である．
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図–3 Quantum circuit of QSVT
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5. 検証結果
正方形の一軸引張を有限要素解析することで得られ
る式 Kδu = Rを対象に検証を行った．非線形弾性体を
仮定した 2×2要素の二次元問題であり，行列 Kの条件
数は 85程度であった．なお，量子アルゴリズムの検証
には，Pythonで使用できる Penny lane[7]のライブラリ
を用いて，古典コンピュータによるシミュレーション
を行った．図 4に，古典手法である直接法（青），P(λ)
のみを用いたQSVT（青），P(λ)+E(λ)を用いたQSVT
（青）のそれぞれの収束性を示す．直接法では 2回で残
差が 10−6 以下に収束しているのに対して，P(λ) のみ
QSVTでは 2500回以上の収束計算を行っており，精度
が非常に低いことがわかる．一方で，P(λ) + E(λ)では
200回以内で収束しており，10倍以上の収束性の改善
はみられるが，依然として反復回数は非常に多く，こ
れも実用的でないと言える．

6. 実用に向けての課題
本章では，以上の議論と加えて構造解析に量子アル
ゴリズムを適用する上で想定される実用的な観点での
課題を述べる．

(1) 計算量について
MartynによるQSVTの逆行列計算では，|x⟩ = A−1 |b⟩
を求める計算量は d = O(κ log(κ/ϵ))であった．これは，
行列サイズ N に依存せず条件数 κのみに依存するとい
うことであるが，本検証のようにサイズは小さいが条
件数が大きくなるような問題において，条件数依存の
計算量は適しておらず，実際に直接法の方が著しく少

ない計算量であった．
また，実用する上では古典コンピュータと量子コン
ピュータでのデータのインプット，アウトプットによっ
て O(N)ほどの計算が必要となり，これを考慮すれば量
子加速が相殺されてしまう．

(2) 行列ノルムについて
QSVTをはじめとした量子アルゴリズムでは，量子
ゲートの作用がユニタリ行列で表されるという性質か
ら，任意のエルミート行列を量子アルゴリズムに埋め
込むためには，行列ノルムを 1以下にするために，ス
ペクトルノルムなどで正規化する必要がある．これは，
対象の行列の最大固有値を計算前に把握している必要
があると言うことであり，これにも大規模な計算が必
要となる．

7. まとめ
本研究では，構造解析の量子加速の可能性の検討の
一環として，QSVTの有限要素法の線形ソルバーとし
ての適用性を検討した．条件数の大きい問題での適用
は極めて困難であることが理論的，実用的な観点から
確かめられた．また現実的に可能なレベルでの多項式
近似で収束計算を行うと多くの反復回数を要した．構
造解析へ QSVTの逆行列計算を適用することは様々な
課題が残されていると言える．
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