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流体-構造連成問題における
完全オイラー型トポロジー最適化手法

A fully Eulerian topology optimization method for fluid-structure interaction problems
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There are several topology optimization methods for fluid-structure interaction (FSI) problems. However,
most of these methods assume a steady state or linear elastic materials, which makes it challenging to
apply them to transient problems involving large deformations. This study proposes a topology optimization
method for the FSI problem using a fully Eulerian method. The proposed method overcomes the problems of
mesh distortion and poor parallel efficiency that occur with the conventional Lagrangian method, achieving
robust and efficient topology optimization.
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1. 緒言
流体の流れと固体の移動・変形が相互に影響を及ぼす
連成現象は，工学分野において重要な研究対象である．
例えば，生体工学では心臓や血管の収縮による血流の
制御，航空工学では空気抵抗を受ける翼の変形，土木
工学では風の影響を受ける建築物の応答などが挙げら
れる．
流体-構造連成（fluid-structure interaction; FSI）問題
の中には，強い非定常性や固体の大変形を伴うものが
存在する．例えば，人工心臓の設計では拍動に伴う非
定常流れと柔軟素材の大変形が発生し，魚型水中ロボッ
トでは遊泳による流れの非定常性と人工筋肉の大変形
が相互作用する．これらの設計においては，流体と固
体の相互作用を正確に評価し，最適な形状を決定する
ことが求められる．その手法の一つとして，数理的理
論に基づくトポロジー最適化があり，近年 FSI問題へ
の適用が進められている．

Yoon[1]は，密度法を用いた FSIトポロジー最適化を
提案し，流体を定常非圧縮性 Navier-Stokes方程式，固
体を線形弾性体としてモデル化した．さらに，最大応力
制約を考慮した手法 [2]や，非定常 Navier-Stokes方程
式を用いた FSIトポロジー最適化 [3]を提案している．
しかし，既存の研究では固体を線形弾性体とし，微小
変形を仮定しているため，大変形の影響が考慮されて
いない．

FSIトポロジー最適化では，一般にラグランジュ型有
限要素法が用いられるが，大変形問題においてはメッ
シュ破綻が生じやすく，再生成が必要となる．また，形
状適合メッシュのデータ構造が複雑であり，高い並列
化効率の確保が困難である．一方，完全オイラー型解
法は直交メッシュを用いるため，メッシュ破綻の問題が
発生せず，大変形問題への適用が容易である．加えて，
データ構造が簡素であり，高い並列化効率を実現しや
すく，非定常・三次元問題にも対応可能である．

Nishiguchi ら [4] は，完全オイラー型の FSI 解法を
提案し，超並列環境における計算効率を検証している．
Shimadaら [5]は，ラグランジュマーカー粒子を用いた
完全オイラー型 FSI解法を提案し，固体の移動・変形
の精度向上を図っている．
本研究では，完全オイラー型を用いた FSIトポロジー
最適化手法を提案する．Nishiguchiら [4]の用いている
支配方程式をベースに FSIトポロジー最適化の定式化
を行い，連続随伴法による感度解析を適用する．支配
方程式および随伴方程式は，ビルディング・キューブ法
に基づくセル中心有限体積法により離散化する．

2. 支配方程式
本研究では，Nishiguchiら [4]の用いた支配方程式を
ベースとする．Nishiguchiら [4]は，以下の支配方程式
を用いて，流体-固体の連成問題をオイラー記述で統一
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的に定式化している．

ρ

[
∂v
∂t
+ (v · ∇)v

]
= ∇ · σ + f (1)

∇ · v = 0 (2)
∂ϕ

∂t
+ (v · ∇)ϕ = 0 (3)

∂b
∂t
+ (v · ∇)b = (∇v)b + b(∇v)⊤ (4)

ここで，ρ，v，σは流体および固体の質量密度，速度，
および Cauchy応力テンソルをそれぞれ固体体積率 ϕに
よって空間平均化・混合化したものである． f は外力，
bは左 Cauchy-Green変形テンソルである．式 (1)は運
動方程式，式 (2)は連続の式，式 (3)は固体体積率の移
流方程式，式 (4)は左 Cauchy-Green変形テンソルの時
間発展方程式を表している．Cauchy応力テンソルの空
間平均化・混合化に用いる流体応力 σf および固体応力
σs は，それぞれ式 (5)(6)で与えられる．

σf = µ
[
∇v + (∇v)⊤

]
− pI (5)

σs = G
[
b − 1

3
(trb) I

]
+ µ
[
∇v + (∇v)⊤

]
− pI (6)

ここで，µは粘性係数，pは圧力，Gはせん断弾性係数，
Iは単位テンソルである．本研究では，これらの支配方
程式をベースに FSIトポロジー最適化を定式化し，解
析的感度を導出する．

3. 最適化問題設定
本研究では，流体流れ中にある固体の剛性最大化問
題 [1][3]を想定し，トポロジー最適化問題を以下のよ
うに設定する．

min
γ(x)

J =
∫ T

0

∫
Ω

A(γ, v,∇v, p, ϕ, b) dΩ dt , (7)

s.t. ρ
∂v
∂t
+ ρ(v · ∇)v = −∇p + ∇ · σ′ + f , (8)

∇ · v = 0 , (9)
∂ϕ

∂t
+ (v · ∇)ϕ = 0 , (10)

∂b
∂t
+ (v · ∇)b = (∇v)b + b(∇v)⊤ , (11)

G(γ) =
1

V0

∫
ΩD

γ dΩ ≤ θ , (12)

0 ≤ γ ≤ 1 , (13)

where, A =
E
6

(trb − 3)ϕ (14)

ρ = ρ(ϕ) (15)

f = f (ϕ) (16)

σ′ = σ′(∇v, ϕ, b) (17)

ここで，Jは目的関数，Gは体積制約関数，V0 =
∫
ΩD

dΩ
は設計領域の体積，θは固体の許容体積分率である．こ
の最適化問題において，設計変数は固体体積率の初期

値として取り扱う．すなわち，以下の初期条件を課す．
ϕ(0) = γ (18)

4. 感度解析
目的関数の勾配（感度）を計算するため，本研究では
連続随伴法によって感度解析を行う．一般に，目的関数
Jは設計変数や状態変数の汎関数であるが，設計変数と
状態変数の関係が偏微分方程式によって陰関数表記で
表されるため，解析的に感度を求めることが困難であ
る．また，多数の設計変数を有するトポロジー最適化
では計算量が膨大となるため，有限差分によって数値
的に感度を計算することも困難である．そこで，随伴
変数法に基づく以下の手続きによって，感度を求める
式を解析的に導出する．まず，随伴変数 ṽ(x, t)，p̃(x, t)，
ϕ̃(x, t)，b̃(x, t)を導入し，上述の目的関数 Jおよび支配
方程式の残差を用いてラグランジュ関数 Lを次のよう
に定義する．

L(γ, v,∇v, p, ϕ, b)

=

∫ T

0

∫
Ω

A(γ, v,∇v, p, ϕ, b) dΩ dt

+

∫ T

0

∫
Ω

[
ρ
∂v
∂t
+ ρ(v · ∇)v + ∇p − ∇ · σ′ − f

]
· ṽ dΩ dt

+

∫ T

0

∫
Ω

(∇ · v)p̃ dΩ dt

+

∫ T

0

∫
Ω

[
∂ϕ

∂t
+ (v · ∇)ϕ

]
ϕ̃ dΩ dt

+

∫ T

0

∫
Ω

[
∂b
∂t
+ (v · ∇)b − (∇v)b − b(∇v)⊤

]
: b̃ dΩ dt

(19)

状態変数が支配方程式を満足している場合，任意の随伴
変数に対して式 (19)の右辺第 2–5項はゼロとなり，ラ
グランジュ関数 Lは目的関数 Jと一致する．そこで，以
降は目的関数 J をラグランジュ関数 Lに置き換えた上
で感度を求める．
設計変数の微小変動 δγに対するラグランジュ関数 L
の変動（Gâteaux微分）は，各状態変数の設計変数に対
する依存性を考慮すると，次のように表される．

δL
[
δγ, δvγ

[
δγ
]
, δpγ
[
δγ
]
, δϕγ
[
δγ
]
, δbγ
[
δγ
]]

= δLγ
[
δγ
]
+ δLv

[
δvγ
[
δγ
]]
+ δLp

[
δpγ
[
δγ
]]

+ δLϕ
[
δϕγ
[
δγ
]]
+ δLb

[
δbγ
[
δγ
]]

(20)

式 (20)の右辺第 2–5項は解析的・数値的に求めること
が困難であるため，初期条件・境界条件を満足する状
態変数の任意変動に対して，これらの項がゼロとなる
ような随伴変数 ṽ，p̃，ϕ̃，b̃を求める．この随伴問題を
解くことで得られる随伴変数を用いて，式 (20)の右辺
第 1項を計算することで感度が求まる．

5. 数値計算手法
本論文におけるトポロジー最適化のアルゴリズムを，
図-1および以下に示す．

1. 設計領域内の設計変数を初期化する．
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Solve the governing equation

Initialize the design variable

図–1 トポロジー最適化フローチャート.

2. 完全オイラー型解法を用いて，支配方程式を解く．
3. 目的関数値および制約関数値を計算する．
4. 最適化が収束した場合，終了する．そうでない場
合は継続する．

5. 完全オイラー型解法を用いて，随伴方程式を解く．
6. 目的関数および制約関数の感度を計算する．
7. 勾配法に基づいて設計変数を更新し，次の最適化
ステップへ進む．

本論文では，データ構造が簡素なセル中心有限体積
法を用いて空間方向に離散化を行う．すなわち，速度
v，圧力 p，固体体積率 ϕ，左 Cauchy-Green変形テンソ
ル b，および設計変数 γはすべてセル中心において定義
するコロケート配置法を用いる．式 (1) – (4)の各項は，
2次精度アダムズバッシュフォース法を用いて時間離散
化する．
随伴方程式についても，支配方程式と同様，セル中
心有限体積法および 2次精度アダムズバッシュフォー
ス法を用いて離散化する．なお，随伴方程式における
初期条件にあたる式は，最終時刻における条件式とな
る．そのため，随伴方程式は時間に関して逆方向に解
いていく必要がある点に注意が必要である．
また，本研究では大規模並列計算に適したビルディン
グ・キューブ法（building cube method; BCM）に基づく
セル中心有限体積法により支配方程式を離散化し，超
並列計算機を使用して計算を行う．BCMは階層型直行
メッシュ法の一種であり，計算領域は「キューブ」と呼
ばれる立方体領域に分割され，各キューブは等間隔で
同数のセルにさらに分割される．並列計算の際，各計
算コアには同数のキューブが割り当てられ，各キューブ
内で空間ループ処理が実行される．これにより，各コア

は同数のセルを分担することになるため，各コアの計
算不可が均一となる．さらに，簡素なデータ構造によ
り，メモリアクセスが局所的かつ連続的になりやすい．
このような計算負荷の均一化やメモリアクセスの局所
化・連続化により，BCMでは高い並列化効率を得るこ
とが可能である．また，BCMは各セルのコネクティビ
ティ情報が不要なため，メッシュデータのファイルサイ
ズやメモリ使用量が抑えられるという特長がある．
設計変数の更新には，逐次凸関数近似法の一種である
移動漸近法（The method of moving asymptotes; MMA）
を用いている．MMAは，目的関数と制約関数を 1次近
似して凸最適化問題に置き換えてから，双対問題を利
用して最適解を探索する数理計画法の一種である．多
数の設計変数と少数の制約条件を有する非線形最適化
問題であるトポロジー最適化と相性が良く，多くの先
行研究において用いられている．

6. 結言
本研究では，完全オイラー型を用いた FSIトポロジー
最適化手法を提案した．トポロジー最適化における数
値計算手法の詳細や数値計算例については，講演会の
当日に紹介予定である．
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