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ペナルティ法と陽的自由度消去法を併用した
多点拘束によるアセンブリ構造解析
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In structural finite element analysis with multi points constraint, explicit elimination method offers superior
convergence of linear solvers and higher accuracy of simulation than penalty method. However, explicit
elimination method is limited when the redundant equality constraints are included. In this study, we propose
a hybrid approach combining penalty method and explicit elimination method to use in the situation with
redundant constraints. We compare the proposed method to penalty method in terms of number of iterations
and L2 norm error using 2D models. The result shows that the proposed method is better convergence and
higher accuracy than penalty method.
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1. 序論
近年、製品を構成する部品数が増え構造が複雑化し
ている。それに伴って、有限要素法 [1]によるアセンブ
リ構造の解析への需要も高まっている。アセンブリ構造
とは複数の部品を組み合わせた構造のことである。有
限要素法でアセンブリ構造をモデル化するとき、単一
のメッシュで複雑な構造を表現するのは困難な上に、仕
様が変更される度にメッシュを作り直すのは時間的・経
済的なコストがかかる。そこで、個別に生成した各部品
のメッシュを拘束することでアセンブリ構造をモデル
化し、MPC（Multi Point Constraint）問題（多点拘束問
題）[2][3]として解くという方法が広く使われている。
MPC問題では、等式制約条件を付与した有限要素方程
式を解くことになる。等式制約条件は、拘束面でメイ
ン面の変位分布をレプリカ面で再現すると考え、節点
の変位を等式で関係づけた条件である。

MPC問題の主な解法として陽的自由度消去法 [4]と
ペナルティ法 [5]がある。陽的自由度消去法はレプリカ
自由度以外の自由度を使ってレプリカ自由度を表現す
ることでレプリカ自由度を消去し、解くべき連立一次
方程式を変換し等式制約条件を厳密に満たす解を得る
解法である。連立一次方程式を変換する過程で係数行
列が悪条件化しないため反復法 [6]に適している。有限
要素法で詳細な形状を表現しようとする場合、大規模
問題になる。大規模問題では線形ソルバに反復法を使
うことが前提となる。また、互いに冗長性がある等式
制約条件が含まれると計算の過程で必要な行列が不定
となり、陽的自由度消去法を使うことができない。ペ
ナルティ法は有限要素方程式にペナルティ項を加える
ことで拘束する節点間に仮想のばねによる拘束力を加

え、等式制約条件を近似的に満たす解を得るという解
法である。ペナルティ法は実装が容易である一方、ペ
ナルティ項によって連立一次方程式の係数行列が反復
法に適さない悪条件となってしまう。
等式制約条件を厳密に満たす解を得ることができる
ので精度が高く、また、係数行列が悪条件化せず反復
法に適しているという二点から、MPC問題の解法とし
て陽的自由度消去法は有用である。しかし、互いに冗
長性がある等式制約条件が含まれると、陽的自由度消
去法を適用することができない。そこで、本研究では
互いに冗長性がある等式制約条件を含んだMPC問題に
おいて、ペナルティ法と陽的自由度消去法を併用した
解法を提案する。2次元アセンブリ構造静解析を対象と
して提案手法を従来手法のペナルティ法と比較し、性
能評価する。

2. 有限要素法によるアセンブリ構造静解析
(1) 等式制約条件
有限要素法におけるアセンブリ構造静解析では式 (1)
の有限要素方程式に式 (2)の等式制約条件を付与するこ
とで拘束を表現し、アセンブリ構造をモデル化する。

Ku = f (1)

s.t. Cu = 0 (2)

ここで K ∈ Rn×nは全体剛性行列、u ∈ Rnは変位ベク
トル、 f ∈ Rnは外力ベクトル、C ∈ Rnc×nは制約条件行
列、0 ∈ Rnはゼロベクトルである。nは全自由度数、nc

は制約条件数である。本研究の等式制約条件はメイン・
レプリカ法（マスター・スレーブ法）の node to nodeお
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よび node to surfaceのモデル化によって決定される。そ
して、この問題をMPC問題という。

(2) 陽的自由度消去法
陽的自由度消去法はレプリカ自由度以外の自由度を
使ってレプリカ自由度を表現することでレプリカ自由
度を消去し、解く連立一次方程式を変換し、等式制約
条件を厳密に満たす解を得る解法である。

レプリカ自由度数が ncであるとき、式 (2)において、
変位ベクトル uをレプリカ自由度成分のベクトル ur ∈
Rnc とその他の独立な自由度成分のベクトル up ∈ R(n−nc)

に分割する。それに合わせて制約条件行列 C も Cr ∈
Rnc×nc と Cp ∈ Rnc×(n−nc) に分割する。

[
Cr Cp

] {ur
up

}
= 0 (3)

式 (3)を urについて解き、uに代入すると式 (4)のよ
うに表せる。

u =
[
−C−1

r Cp
I

]
up (4)

ここで I ∈ R(n−nc)×(n−nc) は単位行列である。

T =
[
−C−1

r Cp
I

]
∈ Rn×(n−nc)として、式 (4)を式 (1)に代

入し、両辺の左から TT をかけることで式 (5)を得る。

TTKTup = TT f (5)

さらに K̃ = TTKT, f̃ = TT f と定義すると、式 (6)を
得る。

K̃up = f̃ (6)

式 (6)が陽的自由度消去法で解くべき連立一次方程式
である。K̃および f̃ は陽的に計算される。
行列の三重積を陽的に計算するときに係数行列の非
ゼロ構造が変化するので疎行列格納での実装が煩雑に
なる。本研究では密行列格納で実装した。互いに冗長
性がある等式制約条件が含まれるとき C−1

r が不定とな
り、陽的自由度消去法を使うことができない。

(3) ペナルティ法
ペナルティ法は有限要素方程式にペナルティ項αCTCu
を加えることで、拘束する節点間に仮想のばねによる
拘束力を与え、等式制約条件を近似的に満たす解を得
るという解法であり、式 (7)を解くこととなる。(

K + αCTC
)

u = f (7)

ここで αはペナルティ数である。ペナルティ法は有
限要素方程式にペナルティ項を足すだけなので実装が
容易である。ペナルティ数を足す部分で係数行列が悪
条件化するため、反復法には向かない。また、ペナル
ティ法は互いに冗長性がある等式制約条件を含んだ場
合でも適用することができる。

3. ペナルティ法と陽的自由度消去を併用した提案手法
精度と反復法の収束性の観点から、大規模なMPC問

題の解法としてペナルティ法よりも陽的自由度消去法
のほうが有用であると言える。しかし、陽的自由度消
去法は互いに冗長性がある等式制約条件が含まれる場
合、適用することができない。そこで、本研究では互
いに冗長性がある等式制約条件にはペナルティ法、互
いに冗長性が無い等式制約条件には陽的自由度消去法
を用いることで、互いに冗長性がある等式制約条件を
含んだMPC問題に陽的自由度消去法を適用できる解法
を提案する。
等式制約条件のうち互いに冗長性が無い等式制約条

件を式 (8)のように表す。また、互いに冗長性が無い等
式制約条件数を nc[E] とする。

C[E]u =
[
C[E]r C[E]p

] {ur
up

}
= 0 (8)

ここで C[E] ∈ Rnc[E]×n である。式 (8)を陽的自由度消
去法によって付与し、式 (9)のような upの連立一次方
程式を得る。

K̃up = f̃ (9)

等式制約条件のうち互いに冗長性がある等式制約条
件を upを使って式 (10)のように表す。

C[P]up = 0 (10)

ここで C[P] ∈ R(nc−nc[E])×(n−nc) である。式 (10)をペナ
ルティ法によって式 (9)に付与し、式 (11)を得る。(

K̃ + αCT
[P]C[P]

)
up = f̃ (11)

K̃ + αCT
[P]C[P]と f̃ を陽的に計算し、式 (11)を解くの

が提案手法となる。

この解法は冗長性の有無によって等式制約条件を分
けることができれば、互いに冗長性がある等式制約条
件を含んだ場合でも陽的自由度消去法を用いることが
可能である。

4. 2次元アセンブリ構造静解析による性能評価
(1) 解析条件
図–1 のような 3 つの 2 次元平板を拘束し、1 枚の

1.0mm×1.0mmの 2次元正方形平板となるモデルを解析
した。3部品が接する節点で互いに冗長性がある等式制
約条件が発生する。2 次元平板は下の 0.5mm×1.0mm
を部品 1、左上の 0.5mm×0.5mm を部品 2、右上の
0.5mm×0.5mmを部品 3とした。x = 0で ux = 0、y = 0
で uy = 0の Dirichlet境界条件を与え、x = 1で等分布
荷重 2N/mmの Neumann境界条件を与えた。すべての
部品でヤング率は 200,000MPa、ポアソン比は 0.3とし
た。メッシュは四角形一次要素の正方形になるように
設定した。
このモデルにおいてペナルティ法と提案手法を用い

て解析を行った。ペナルティ数は（係数行列の最大成
分）×105とした。理論解と解析で得られた変位の L2ノ
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図–1 3部品のモデル図

図–2 整合メッシュの例

ルム誤差で精度評価を行った。線形ソルバには前処理
を行わない共役勾配法を使用し、反復回数で収束性の
評価を行った。共役勾配法の収束判定閾値は初期残差
と残差の L2ノルムの相対残差で 1.0 × 10−8とした。計
算は逐次で行った。
この解析を整合メッシュと不整合メッシュで行った。

(2) 整合メッシュモデル
図–2のようにメッシュが整合するモデルとして全体
の一辺あたりの分割数が 10、20、30、40、50、60の場
合を用いた。
整合メッシュで解析したL2ノルム誤差の結果が図–3、
共役勾配法の反復回数の結果が図–4である。
図–3から分かるように、整合メッシュで同じメッシュ
の場合、ペナルティ法よりも提案手法のほうが L2ノル
ム誤差が約 10−2小さくなった。陽的自由度消去法を併
用していることで、提案手法のほうが等式制約条件を
厳密に満たす割合が多いからだと考えられる。図–4か
ら分かるように、整合メッシュの場合ペナルティ法よ
りも提案手法のほうが反復回数が少なく、要素数が増
えるほど反復回数の差は大きくなった。全体の一辺の
分割数が 60のときが最大でペナルティ法と比べて提案
手法は反復回数が 34.4％減少した。提案手法のほうが
ペナルティ数による係数行列の悪条件化の影響が少な
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図–3 整合メッシュの L2ノルム誤差

10
0

10
2

10
2

10
2

10
2

10
3

10
3

10
3

 0  10  20  30  40  50  60  70

N
u
m

b
er

 o
f 

it
er

at
io

n
s

Number of divisions

Penalty Method

Proposed Method

図–4 整合メッシュの共役勾配法の反復回数

図–5 不整合メッシュの例

いからだと考えられる。

(3) 不整合メッシュモデル
図–5のようにメッシュが不整合となるモデルとして
部品 1、部品 2、部品 3の全体の一辺あたりの分割数が
それぞれ 6、8、10の場合とその 2、3、4、5、6倍の場
合を用いた。
不整合メッシュの L2ノルム誤差の結果が図–6、共役
勾配法の反復回数の結果が図–7である。
図–6から、不整合メッシュでは各手法とも要素数が
増えるほど L2ノルム誤差は減少した。また、各手法で
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図–6 不整合メッシュの L2ノルム誤差
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図–7 不整合メッシュの共役勾配法の反復回数

同じメッシュの場合 L2ノルムは同等となった。MPC問
題の解法の精度よりも node to surfaceによるモデル化
精度のほうが支配的であるからだと考えられる。図–7
から分かるように、不整合メッシュの場合、ペナルティ
法よりも提案手法のほうが反復回数が少なく、要素数
が増えるほど反復回数の差は大きくなった。6倍にした
ときが最大でペナルティ法と比較して提案手法は反復
回数が 79.4％減少した。提案手法のほうがペナルティ
数による係数行列の悪条件化の影響が少ないからだと
考えられる。

5. 結論
本論文では、有限要素法による互いに冗長性がある
等式制約条件を含んだ 2次元アセンブリ構造静解析に
おけるペナルティ法と陽的自由度消去法を併用した手
法の性能評価を行った。

整合メッシュではペナルティ法よりも提案手法のほ
うが精度・収束性ともに優れていることが確認できた。
また、不整合メッシュではペナルティ法と提案手法の
精度は同等で、収束性はペナルティ法よりも提案手法
のほうが優れていることが確認できた。

提案手法を使った 3次元モデルの解析や疎行列格納を
用いた計算および並列計算の実装を今後の展望とする。
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