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In this study, a domain decomposition-based parallel finite element analysis for gas-liquid two-phase flow
was developed, and its computational accuracy and parallel performance were evaluated. First, a stabilized
finite element solver based on the Level-set method was developed, and its accuracy was assessed using dam-
break problem and rising bubble problem. The result of the dam-break problem under no-slip condition did
not show good accuracy while the other experiments showed good agreement. One of the reason for less
accuracy on the dam-break problem under slip condition is concluded as its bad measurement. Afterward,
a parallel computing algorithm for a distributed memory environment was implemented into the developed
solver, and its parallel performance was evaluated on the same benchmark problems. The results confirmed
that parallelization reduced computation time while maintaining accuracy, demonstrating that applying par-
allel computing to interface-capturing finite element analysis for gas-liquid two-phase flow improves both
efficiency and precision.
Key Words : finite element method, level-set method, two-phase flow, parallel computation, domain

decomposition method

1. 序論

気液二相流れとは，液体と気体の界面が存在する流
れのことである．気液二相流れは工学分野において広
く見られる．従来，このような流れは実験と観測によ
り分析されることが多かったが，近年では数値計算手
法と計算機ハードウェア性能の向上に伴い，複雑な多
流体システムの研究において数値実験が一般的になっ
てきている．

気液二相流れの数値解析手法は，メッシュフリー法
とメッシュベース法に大別できる．メッシュフリー法は
粒子法 [1,2,3]に代表される．粒子法とは流体を多数の
計算粒子の集合体として表現するラグランジュ的手法
であり，メッシュのコントロールが不要な点と，自由表
面を含む複雑な境界移動にも適用できる点が優れてい
る．しかし，解像度を調整することが難しく，とくに
境界条件の精度をよくすることは困難である．それに
対し，有限体積法や有限要素法に代表される非構造格
子系のメッシュベース法は解析空間における空間解像
度の調整が可能であり，境界条件を容易かつ高精度に
設定できる．

有限体積法は非構造格子を用いたメッシュベースの
解析手法であり，分割した各セルについて一般化保存
則を立て，差分近似することで定式化される．解析領
域の任意の場所における解像度の調整が可能である利

点があり，また，その定式化の過程から，流体の質量
保存に優れることが特徴として挙げられる．構造格子
系でない場合は高精度化に使用される参照点が多く与
えられている保証はなく，一般的に高精度化が難しい
といえる．有限要素法は非構造格子を用いたメッシュ
ベースの解析手法であり，各計算点に基底関数を定義
し，変分原理に基づいて解を近似する手法である．有
限体積法と同様に解析領域の解像度の調整も可能だが，
基底関数の工夫次第で高精度化をすることが可能であ
る．しかし，一般的に有限体積法のように保存則は満
たさない特徴がある．本研究では，基底関数による高
精度化の柔軟性や拡張性の幅広さに着目し，有限要素
法を使用する．

非構造格子系の解析手法基づいた気液二相流れにお
いては，界面の移動に合わせて気相・液相の解析領域
が変化するので，それをどのように表現するかが課題
になる．そこで，ALE(Arbitrary Lagrangian-Eulerian)法
[4]に代表される界面追跡法が提案されている．界面追
跡法は，移動する界面に合わせて解析メッシュも移動さ
せる手法である．その結果，界面が複雑な形状になる
ときには解析メッシュに歪みが生じてしまい，解析メッ
シュの再生成が必要になる場合があり，界面追跡法は
移動境界に対するロバスト性に欠ける点に問題がある．

界面追跡法に見られる問題を克服するため，
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VOF(Volume of Fluid)法 [5]や Level-set法 [6]に代表さ
れる界面捕捉法が提案された．これらの手法では界面
を陰的に表現する関数を導入することで，解析メッシュ
の移動や再生成をすることなく解析を進めることがで
きる．特に Level-set 法は符号付き距離関数（Signed
Distance Function, SDF）が使用され，滑らかで連続的
に界面を表現できる．これにより，表面張力の計算や
界面の移動を安定的に求めることができる．しかし，
界面捕捉法を用いて高精度な結果を得るためには界面
追跡法に比べて詳細な解析メッシュが必要となる．

これに伴い，大規模な問題に対してはその計算コス
トの大きさが課題となる．大きな計算コストに対処す
るため，領域分割型並列有限要素解析が有効な手法と
して注目されている．領域分割型並列計算とは分散メ
モリ型並列環境を対象とした方法であり，解析領域を
部分領域に分割しておき，各分割領域に計算ノードを
割り当てることで並列に独立した計算処理を行うこと
で，計算時間を削減する．各計算ノードは割り当てられ
た領域のデータを保持し，大域的な値や他の計算ノー
ドに割り当てられた値は計算ノード間のMPI (Message
Passing Interface)通信によって共有され，総合しながら
解析が進められる．

本研究では，気液二相流れに対して領域分割型並列
有限要素解析を適用し，その計算効率の向上を図る．ま
ず，Level-set法と有限要素法に基づいた気液二相流れ
解析ソルバを開発し，精度検証する．この検証では，気
液二相流れのベンチマーク問題として一般的なダムブ
レイク問題と気泡上昇流れ問題の解析し，既存研究の
データと比較する．さらに，分散メモリ型並列環境に
おける並列計算アルゴリズムを開発し，同ソルバに応
用，さらに並列性能検証を行う．

2. Level-set法と有限要素法に基づいた気液二相流れ
解析

本章では，流体の支配方程式である運動方程式と
連続の式に対して有限要素法を用いた解析につい
て述べる．その際，流体に特有の数値不安定性に対
処するため，SUPG/PSPG(Streamline Upwind Petrov-
Galerkin/Pressure Stabilizing Petrov-Galerkin)法 [7]に基
づく安定化手法を適用する．さらに，Level-set法によっ
て気相と液相の界面を表現し，二相間で不連続な物理
量を平滑化することで，一つの連立一次方程式を導出
する．また，Level-set法と有限要素法に基づいた気液
二相流れ解析に特有の数値的な問題について言及し，補
正方法について述べる．また，最後に表面張力を導入
する．

(1) 有限要素法に基づいた流体解析

本研究では流れに非圧縮性を仮定する．この流れは
境界 Γで囲われた三次元空間 Ωに広がっており，すべ
ての境界でDirichlet境界条件またはNeumann境界が与
えられているものとする．このとき，非圧縮性流体の支
配方程式は Navier-Stokes方程式と連続の式によってそ
れぞれ式 (1)，(2)のように記述される．また，Dirichlet
境界条件と Neumann境界がそれぞれ式 (3)，(4)のよう

に成り立っているとする．

ρ
∂u
∂t
+ ρ(u · ∇)u = −∇p + µ∇2u + f , in Ω (1)

∇ · u = 0, in Ω (2)

u = û, on Γg (3)

(−pI + µ∇u) n = t̂, on Γh (4)

ここで ρは流体の密度，uは流体の速度ベクトル，pは
流体の圧力，µは流体の粘性係数，f は外力ベクトルを
あらわす．また，Γg は Dirichlet境界，Γh は Neumann
境界を指し，û，t̂は定数ベクトルである．さらに，nは
境界に対する外向き単位法線ベクトルである．
支配方程式 (1)，(2)について重み付き残差法を用い，
各変数と重み関数を形状関数で補間し，適切な式変形を
すれば，式 (5)を得る．形状関数によって補間された重
み関数の各節点値は任意の値をもつので，式 (5)は uh，
ph の各節点値についての連立方程式として解くことが
できる．∫
Ω

wh ·
(
ρ
∂uh

∂t
+ ρ(uh · ∇)uh

)
dΩ +

∫
Ω

∇wh :
(
−phI + µ∇uh

)
dΩ

+

∫
Ω

qh
(
∇ · uh

)
dΩ +

M∑
e=1

∫
Ωe

τe
m

(
uh · ∇

)
wh · rdΩ

+

M∑
e=1

∫
Ωe

τe
m∇qh · rdΩ +

M∑
e=1

∫
Ωe

τe
c

(
∇ · wh

) (
∇ · uh

)
dΩ

=

∫
Γh

wh · t̂ dΓh +

∫
Ω

w · f dΩ

(5)

r = ρ
∂uh

∂t
+ ρ

(
uh · ∇

)
uh + ∇ph − µ∇2uh (6)

ここで w，qはそれぞれ重み関数であり，右上の添え字
hはその変数が形状関数によって補間されていることを
意味する．また，右上の添え字 eは要素インデックス
を表し，M は全要素数を指す．式 (5)左辺において第
4～6項は流体解析に特有の数値不安定性に対処するた
めに加えられる安定化項であり，τe

m，τ
e
c は安定化パラ

メータである．第 4項は SUPG項と呼ばれ，移流の卓
越に起因する解の数値不安定性を緩和させる効果があ
る．第 5項は PSPG項と呼ばれ，非圧縮性に起因する
解の数値不安定性を緩和させる効果がある．第 6項は
衝撃捕捉項と呼ばれ，界面の不連続性に起因する数値
不安定性を緩和させる効果がある．また，τe

m，τ
e
c はそ

れぞれ式 (7)，(8)を用いて求められる [8]．

τe
m =

[( 2
∆t

)2
+

(2||uh||
he

)2
+

( 4µ
ρh2

e

)2]−1/2

(7)

τe
c =

he

2
||uh||z(Reu) (8)

z(Reu) =

Reu/3 (0 ≤ Reu ≤ 3)

1 (3 ≤ Reu)
(9)

Reu = ρ
||uh||he

2µ
(10)

ここで heは要素サイズ，Reuは要素Reynolds数を表す．
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最後に，式 (5) に得られた非線形微分方程式につい
て，Crank-Nicolson法を用いて時間微分項を，Adams-
Bashforth 法によって移流速度を線形近似することで，
線形ソルバで解くことのできる連立一次方程式を得る
ことができる．

(2) Level-set法の適用
Level-set関数 ϕは界面からの符号付き距離を値にも
つ関数である．ここでは液体領域で正，気体領域で負の
値，界面上で 0の値を持つものとして定義する．Level-
set関数 ϕは式 (11)に示す Eikonal方程式に対し，界面
で値が 0となる境界条件を与えた場合の解である．

|∇ϕ| = 1 (11)

ここで，式 (12)に示す近似 Heaviside関数 HD(ϕ)を導
入する．近似 Heaviside関数は [−0.5, 0.5]の値域をもつ
滑らかな関数であり，これを用いて二相間の不連続な
物性値の分布を平滑化することができる．具体的には，
密度と粘性係数を (13)，(14)のように平滑化する．こ
れらを式 (5)～(10)に使用し，界面の位置に適応した解
析を行うことができる．

HD = 0.5 · max
{
− 1.0,min

[
1.0,

ϕ

D
+

1
π

sin
(
πϕ

D

)] }
(12)

ρ = 0.5(ρl + ρg) + HD(ρl − ρg) (13)

µ = 0.5(µl + µg) + HD(µl − µg) (14)

ここで Dは界面の平滑化を行う幅であり，格子幅の 1
～5倍の値をとる．また，添え字 l，gはそれぞれ液体，
気体の物性値を表す．

Level-set関数は，式 (15)の移流方程式に従って時間
発展する．

∂ϕ

∂t
+ u · ∇ϕ = 0 in Ω (15)

ここで uは流速ベクトルである．式 (15)は移流方程式
であるため数値不安定性があり，式 (16)のように SUPG
法に基づいた安定化有限要素法を適用して解く．∫

Ω

ψh
(
∂ϕ

∂t
+ uh · ∇ϕh

)
dΩ

+

M∑
e

∫
Ωe

τϕuh · ∇ψh
(
∂ϕh

∂t
+ uh · ∇ϕh

)
dΩ

+

M∑
e

∫
Ωe

τLS IC∇ψh · ∇ϕh dΩ = 0 (16)

ここで τϕ，τLS IC はそれぞれ式 (17)，(18)に示す SUPG
項と衝撃捕捉項の安定化パラメータである．

τϕ =

( 2
∆t

)2

+

(
2||uh||

he

)2−1/2

(17)

τLS IC =
he

2
||uh|| (18)

さて，Level-set法と有限要素法に基づいた気液二相
流れ解析には特有の二つの数値的な問題がある．一つ
は式 (15)の移流項に対する安定化の影響で界面幅が広
がり，Level-set関数の傾きが変化する問題であり，も
う一つは各相の体積に誤差が生じ，体積が保存されな
い問題である．

Level-set関数の傾きが変化する問題に対処するため，
本研究では，Sussmanら [6]が提案した再初期化方程式
に安定化項 α∇2ϕを加えた式 (19)[9]を用いる．式 (19)
は式 (11)の誤差を修正する効果をもつ．本研究では，式
(5)の時間ステップごとに式 (19)の計算を上限回数に達
するまで繰り返す．

∂ϕ(x)
∂t̃
= S (ϕ0)(1 − |∇ϕ(x)|) + α∇2ϕ (19)

ここで t̃ は，式 (15)の t とは異なる仮想的な時間であ
り，αは安定化の程度を調整する係数である．S (ϕ0)は
符号関数の近似値であり，式 (20)のように計算するこ
とで得られる．

S (ϕ) =
ϕ(x)√

ϕ(x)2 + δ2
≃ sgn(ϕ) (20)

ここで δは ϕを正規化する際に分母が非零となること
を保証するために加える微小値である．
続いて，気液相の体積に誤差が生じ，体積が保存さ
れない問題に対処するため，次の方法で体積を補正す
る．まず，時刻 tにおける気体の体積 Vgas(t)を式 (21)
のように計算する．

Vgas(t) =
∫
Ω

(0.5 − HD) dΩ (21)

初期の体積を Vgas(0)とすると，時刻 tにおける体積の
誤差 Verror は式 (22)のように計算される．

Verror(t) = Vgas(t) − Vgas(0) (22)

そこで，界面の総面積 A(t)を用いて補正量 Lerror を式
(23)のように計算する．本来界面は面積分を用いて表
されるが，式 (24)のようにDiracのDelta関数を用いて
体積積分で表現できる [10]．

Lerror(t) =
Verror(t)

A(t)
(23)

A(t) =
∫
Ω

δD dΩ, (24)

δD には式 (25) に定義される近似 Delta 関数を使用し，
平滑化して計算する [11]．

δD(ϕ) =


1

2D

[
1 + cos

πϕ

D

]
, (|ϕ| ≤ D)

0, (D ≤ |ϕ|)
(25)

ここで Dは界面厚さである．

(3) 表面張力の導入
表面張力は，Level-set関数を用いて，CSF（Continuum

Surface Force）モデル [12]として導入することができ
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る．CSFモデルでは，表面張力による体積力を以下の
ように表す．

fs = σκ∇ϕ (26)

ここでσは表面張力係数，κは界面の曲率，ϕはLevel-set
関数である．曲率は式 (27)のように計算される．

κ = −∇ · ns (27)

ここで nsは外向き単位法線ベクトルであり，式 (28)の
ように計算される．

ns =
∇ϕ
|∇ϕ| (28)

表面張力は界面に働くため，式 (25)の近似デルタ関数
を用いて判定を行う．

3. 分散メモリ型並列計算環境における領域分割型並列
計算
本研究では線形ソルバに安定化双共役勾配法（Bi-

CGStab法）[13]を採用する．Bi-CGStab法はベクトル
和，ベクトル内積，行列ベクトル積の線形代数演算から
構成されており，これらの線形代数演算を並列計算で
きれば，反復法全体の並列計算が実現可能になる．そ
こで，本章では，領域分割型の並列計算を導入し，分
散メモリ型並列計算環境におけるこれらの線形代数演
算の並列計算アルゴリズムを示す．領域分割型並列計
算では，解析領域の節点と節点同士の隣接関係をグラ
フ構造と見なし，さらにそのグラフを部分グラフに分
割し，それぞれの領域ごとに演算が行われる．図 1に
その概略図を示す．
解析領域に属するすべての節点の集合 X =

{x1, x2, . . . , xM}をグラフ構造におけるノードとみなす．
各節点上に定義される基底関数同士の積が非零となる
節点は隣接しているとみなし，この隣接関係をエッジ
集合 E = {ei, j|xi, x j ∈ X}で表現する．このとき，解析領
域をグラフ構造 G = (X, E)と見なすことができる．こ
こではグラフGはセルフエッジ ei,iを含むものとし，無
向グラフとして扱う．
続いてグラフGを N個に分割することを考える．並
列計算を前提としている領域分割では，計算量を均等
にするだけでなく，隣接領域間の通信量を小さく抑え
ることも重要な指標となる．そのような領域分割は，
制約付き最小カット問題として定式化されている．最
小カット問題では，ノード集合 X は N 個の部分集合
X(i)(i ∈ {1, . . . ,N}) に重複なく分割され，式 (29)，(30)
が成り立つ．

X(k) ∩ X(l) = ∅, for k , l and k, l ∈ {1, . . . ,N}, (29)
N∪

k=1

X(k) = X. (30)

ここで部分ノード集合 X(k) におけるすべてのノードに
隣接するノードのうち，X(k)に含まれないものの集合を
Adj(X(k),G)と定義する．Adj(X(k),G)は overlap領域と
呼ばれ，部分ノード集合間の接続情報を補完する．最

小カット分割によって得られた部分ノード集合に，そ
れぞれの overlap領域を追加した集合をW (k) とする．

W (k) = Adj(X(k),G) ∪ X(k) (31)

ノード集合W (k) に属するノード同士で構成されるすべ
てのエッジで構成されるエッジ集合をノード集合 F(k)と
すると，分割グラフはG(k) =

(
W (k), F(k)

)
で与えられる．

さて，本研究で解く方程式はすべて，最終的に式 (32)
のような疎な係数行列を持つ連立一次方程式になる．

Ax = b (32)

ここで Aは係数行列，xは解ベクトル，bは右辺ベクト
ルという．式 (32)の係数行列 Aと解ベクトル xを，分
割グラフ G(k) の内部領域 X(k) に合わせて式 (33)，(34)
のように分割する．

A =


A(1,1) · · · A(1,N)

...
. . .

...

A(N,1) · · · A(N,N)

 (33)

x =


x(1)

...

x(N)

 (34)

b =


b(1)

...

b(N)

 (35)

ここで A(i, j)は内部領域 X(i)が内部領域 X( j)から受ける
作用を表す行列であり，X(i)と X( j)が隣接するときに非
零の値を含む．また，x(i)，b(i)はそれぞれ内部領域 X(i)

に対応する解ベクトルと右辺ベクトルである．さらに，
ノードの全体グラフと分割グラフにおける関係を紐づ
けることを考える．まず，各ノードに解析領域全体に
定義されるグローバル番号 iG に対して，各ノードが内
部領域に属する分割グラフ G(k) 上に定義されるローカ
ル番号 iLを定義する．さらに，グラフGと分割グラフ
G(k) 間において，ローカル番号 iL をグローバル番号 iG
にうつす写像 idxを式 (36)のように定義する．

iG = idx(k, iL,G) (36)

この写像を用いて，ローカル番号 iL をグローバル番号
iG に対応させる行列 P(k) が式 (37)のように定義する．

P(k)
iG ,iL
=

1, iG = idx(k, iL,G)

0, otherwise
(37)

式 (37)を用いると，式 (38)，(39)，(40)が成り立つ．

A =
N∑

k=1

N∑
l=1

P(k) A(k,l) P(l)T (38)

x =
N∑

k=1

P(k)x(k) (39)

b =
N∑

k=1

P(k)b(k) (40)
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図–1 領域分割型並列計算

式 (38)，(39)，(40)の関係から，全体領域の係数行列，
解ベクトル，右辺ベクトルが分割した領域に対応する
係数行列，解ベクトル，右辺ベクトルを用いて分解で
きることが示された．続いて，この関係を用いれば，全
体領域における線形代数演算が分割グラフ G(k) の内部
領域における線形代数演算を用いて分解できることを
示す．この計算において，各分割グラフの内部領域に対
応する行列やベクトルの値は，並列メモリ型計算環境
で用いる各計算ノードに保持され，各領域における演
算は各計算ノードごとに独立に行うことができる．た
だし，overlap 領域 Adj(X(k),G) については他の分割領
域の値を参照する必要があり，各計算ノード間でMPI
(Message Passing Interface)通信を行うことによって共
有される．
ベクトル和 z = x + yは式 (41)のように定義される．
ベクトル和は overlap領域の値を参照する必要がないた
め，計算ノード間の通信は必要ない．

z =
N∑

k=1

P(k)
{
x(k) + y(k)

}
(41)

ベクトル内積 α = xT y は，式 (42) のように定義さ
れる．

α =

N∑
k=1

α(k) =

N∑
k=1

x(k)T y(k) (42)

ここで α(k) は分割領域 X(k) が担当するベクトル内積の
値である．ベクトル内積は各計算ノードの担当する内
積の結果 α(k)を足し合わせることで求まり，各計算ノー
ドはそれを参照するが，その参照には計算ノード間の
通信が必要である．
行列ベクトル積 y = Axは，式 (44)のように定義さ
れる．

y =
N∑

k=1

P(k)y(k) (43)

=

N∑
k=1

P(k) A(k,k)x(k) +

N∑
k=1

∑
xl∈Adj(X(k),G)

P(k) A(k,l)x(l) (44)

式 (44)の右辺第 2項は overlap領域の寄与を表す．行列
ベクトル積は，図 2のように overlap領域の値を他の計
算ノードから参照しなければならず，計算ノード間の
通信が必要である．以上の手順に従い，線形ソルバの
分散メモリ型並列計算環境における領域分割型並列計
算プロセスが確立された．

図–2
overlapping分割で得られた分割グラフと行列―
ベクトル積の概略図 [14]

4. 検証

提案手法の検証および計算例は，口頭発表にて紹介
する．

5. 結論

本研究では，Level-set法を用いた界面捕捉型の有限
要素法に基づき，気液二相流れの解析ソルバの開発お
よび検証を行った．さらに，同ソルバに応用する分散
メモリ型並列計算環境における並列計算アルゴリズム
の開発および検証を行った．この検証を通して，提案
手法による気液二相流れの有限要素解析が分割数に応
じて計算速度が向上することが確認された．
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