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階層型 local PODに対する
適応的基底選択法とその負荷分散
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POD (proper orthogonal decomposition) is a method for obtaining a basis for representing physical phe-
nomena and has been used in reduced order models for fast analysis. To apply POD to large-scale problems,
distributed memory parallel computing, in which parallel processes are allocated to each partitioned subdo-
main, is effective. On the other hand, Local POD, which obtains a basis for each decomposed subdomain,
has been proposed to improve the computational efficiency of POD. Against this background, we propose
a method to independently set subdomains where the basis is acquired and subdomains where parallel pro-
cesses are allocated. In this study, the selection of the appropriate number of bases for each subdomain and
the extension to load balancing will be implemented.
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1. 序論
工学分野において，偏微分方程式に含まれるパラメー
タを様々に変化させ，繰り返し解析を行うパラメトリッ
クスタディが重要な役割を担っている．しかし，全ての
解析を有限要素法をはじめとする高精度な解析システ
ムで行うことは容易ではない．そこで近年では，高精
度な数値解析に対する高速な代替モデルとして，ROM
(reduced order model) [1]の研究が盛んに行われている．
ROMは数値計算における高次元の未知数を，基底と呼
ばれる特徴的な構造で捉えて低次元化する解析モデルで
あり，高速な解析を可能にする．この基底を用いたROM
解析は，オフラインフェーズとオンラインフェーズか
ら構成される．オフラインフェーズでは，まず高精度な
解析システムを用いて数値解を計算し，snapshotと呼ば
れるトレーニングデータを収集する．次に，収集した
データから，snapshot POD (snapshot proper orthogonal
decomposition) [2]に代表される手法を用いて，基底を
抽出する．snapshot PODとは，収集したデータに特異
値分解を施し，少数の基底を選定する手法である．オン
ラインフェーズでは，これらの基底を数値解析に導入
することで未知数を大幅に削減し，高速に解析を行う．
なかでも，snapshot PODにもとづく未知数の低次元表
現と Galerkin projectionを組み合わせた POD-Galerkin
法は，多彩な工学問題 [1]に応用されている．
精緻なメッシュ構造を必要とする複雑現象の数値解
析においては，高精度な解析システムの自由度数が増
大することに伴い，メモリ容量の制約が課題となる．そ
のような複雑現象に ROM 解析を適用する場合，大自

由度解析の数値解をトレーニングデータとして使用す
る必要がある．このとき，トレーニングデータおよび
トレーニングデータから取得される POD基底は，低次
元化前の解析の自由度数に対応する大規模なベクトル
から構成されるため，メモリ容量の制約が課題となる．
このような課題に対する有効な解決手段として，分散
メモリ型並列計算機を利用した並列計算が挙げられる．
その代表的な方法として，対象のセルや要素を幾何学
的に分割し，解析に要するデータの分散と計算負荷分
散を実現する領域分割法があり，有限要素法をはじめと
する数値解析分野で広く用いられている [3,4]．しかし
ながら，PODを基にした ROM解析においては，POD
の特異値分解部分 (オフラインフェーズ)のみを対象に
領域分割法による分散メモリ型並列計算を実施した前
例がある [5,6]ものの，POD-Galerkin法を含む ROM解
析のオンラインフェーズ全てを並列化した例はなく，低
次元化後も依然として自由度数が大きい問題 [7,8]に対
しては，決定的な方策が提唱されていない．
他方，前述の領域分割の考え方を，分散メモリ型並列
計算ではなく，基底を分割領域毎に取得するという観
点で利用した既存手法として，L-POD (local POD) [9]
が提案されている．L-PODとは，はじめに分割領域毎
に独立して特異値分解を行い，各分割領域の基底を連
結した後に，Galerkin法と組み合わせた近似式により
解析システムを低次元化する手法である．分割領域毎
に基底が取得されることで，基底取得にかかる計算時
間が短縮され，基底の表現能力の向上によって計算精
度が向上する利点を持つ．加えて，各分割領域で基底
を取得するため物理場の複雑性を部分的に回避するこ
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Fig.1: Schematic overview of the proposed method.

とができ [10]，マルチフィジックス問題 [11]など局所
的に複雑な現象に対して活用されている．L-PODにお
いても，次元削減後の問題が大規模になり得るが，領
域分割による分散メモリ型並列化の前例がない．
このような背景から本研究では， L-PODに対し，オ
ンラインフェーズも含めた包括的な領域分割型並列計
算の実現を目的とする. 同時に，領域分割型並列化を適
用しつつも，POD計算領域数を任意に調整可能とする
方法論を提示する．このために，本研究ではまず，有
限要素節点群・POD計算領域群・並列計算領域群の全
ての空間離散化構造に対し，それぞれのグラフ構造を
定義する．その上で，2階層の領域分割法を提案するこ
とで，「分散メモリ型並列化のための領域」とは独立な
「POD基底を取得する領域」の設定を可能とする．具体
的には，Fig.1に示すように，まず有限要素のグラフを
分割し POD計算領域を定義した後に，その「POD基底
を取得する領域」の連結性を表すグラフ (メタグラフ)
に対し再度領域分割を行うことで，「分散メモリ型並列
化のための領域」を定義する．加えて，有限要素法にお
ける overlapping型領域分割並列アルゴリズム [3]を拡
張する形で，L-PODの領域間の相互作用を表す密なブ
ロック行列に対する並列アルゴリズムを提案する．本
論文では，POD計算領域毎に基底数を可変にすること
で生じる並列計算領域間の計算量のばらつきを解消し，
計算負荷を均一化するための負荷分散手法について述
べる．

2. Local Proper Orthogonal Decomposition (L-POD)
本章では，はじめに snapshot PODに基づいた ROM
解析手法について述べ，領域分割手法を導入した後に，
分割領域毎に特異値分解を実行する解析手法である L-
PODを概説する．

(1) Snapshot POD
ROMの構築に用いる基底選択の手法として snapshot

POD [2]を用いる．snapshot PODは，高精度な解析シ
ステムで数値計算を行うことで，snapshotと呼ばれる
トレーニングデータを収集し，形成される snapshot行
列に対して固有直交分解 (POD)を行う手法である．

nsnap 本の snapshotデータ d(i) ∈ Rn (i = 1, 2, . . . , nsnap)
からなる snapshot行列 S ∈ Rn×nsnap を次式に示す．

S =
[
d(1), d(2), . . . , d(nsnap)

]
(1)

ここで，n は低次元化前の解析モデルの総自由度数を
表す．
続いて，snapshot行列 Sの特徴を表現する kPOD本の
基底 vi ∈ Rn (i = 1, 2, . . . , kPOD) を取得することを考え
る．PODではこの問題を，各 snapshotデータと，基底
によって張られる空間への各 snapshotデータの正射影
との誤差が最小になるよう，次の式に定式化する．

vi = arg min
gi

nsnap∑
j=1

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣d( j) −

kPOD∑
l=1

gl gT
l d( j)

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣
2

with GTG = I, G = [g1, g2, . . . , gkPOD ] ∈ Rn×kPOD (2)

式 (2)は，snapshot行列 Sに対して特異値分解を行う
ことで求められる．

S = UΣWT (3)

ここで，U= [u1,u2, . . . , ur] ∈ Rn×r (r = rank S)の各列
は左特異ベクトル，Σ = diag(σi) ∈ Rr×r (i = 1, 2, . . . , r)
は特異値 σi を対角要素とする行列である．このとき，
σi は i番目の特異値を表し，添え字が小さいほど大き
く，非負の値を持つ．W= [w1,w2, . . . ,wr] ∈ Rnsnap×rの各
列は右特異ベクトルである．
左特異ベクトルが並ぶ行列 U のうち，大きな特異
値に対応する始めの kPOD 本を選定し，POD基底 V =
[v1, v2, . . . , vkPOD ] ∈ Rn×kPOD を得る．特異値 σiは i番目の
基底の寄与度を示すため，適切な閾値 εPODを用いて次
式を満たすように基底の数 kPOD が決定される．∑kPOD

i=1 σi∑r
i=1 σi

> 1 − εPOD (4)

(2) POD-Galerkin法
本節では，解ベクトルを POD基底で近似し，Galerkin
法によって高速に解を求める手法である POD-Galerkin
法について述べる．なお，本研究では節点における自
由度数を 1として定式化するものの，本研究にて提案
する手法は，任意の自由度数に拡張可能である．
支配方程式として次式で表される非定常拡散方程式
を用いる．

∂u
∂t
− k∇2u = f (5)

ここで，kは拡散係数，uは拡散する物理量を表す未知
数であり，解析領域を 3次元の有界領域Ωとすると，f
は解析領域Ωで発生する物理量を表すソース項である．
境界条件は次式で表される．

u = uD on Γ1 (6)

∇u · n = qN on Γ2 (7)

ここで，uD は Dirichlet境界 Γ1 上での関数解 uの値で
あり，nは Neumann境界 Γ2 上の外向き法線ベクトル，
qN は境界 Γ2で与える物理量を表す関数である．式 (5),
(6), (7)を有限要素法により離散化することで，離散化
された式 (8)が得られる．

wTKu = wT f (8)
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ここで，w ∈ Rnは重み関数に由来する任意のベクトル，n
は有限要素法で離散化したときの自由度数を表す．ただ
し，重みベクトルwのベクトル要素wiはwi = 0 (i ∈ ηg)
を満たす．ここで，ηg は Dirichlet境界条件が課された
有限要素節点のインデックスの集合を表す．K ∈ Rn×n

は有限要素法における係数行列，u ∈ Rnは解ベクトル，
f ∈ Rn は右辺ベクトルである．

POD-Galerkin法では，まず解ベクトル u = ū + gか
ら Dirichlet境界条件が課されたベクトル gを除いた ū
の低次元化を行う．そのために，有限要素法の解ベクト
ル uから，Dirichlet境界条件が課されたベクトル gの
値を除いたベクトル ūを snapshotデータとして収集す
る．このようにして収集された i番目の snapshotデー
タを d(i) ∈ Rn として，snapshot行列 Sを構築する．
続いて，snapshot行列に特異値分解を施し，得られ
た POD 基底を用いて ROM を構築する．解ベクトル
u = ū + gのうち，ūは snapshot 行列 Sから得られた
POD基底 Vによって近似されるとする．

ū ≈ Vũ (9)

ここで，ũ ∈ RkPOD は基底ベクトルの結合係数を表す未
知ベクトルである．結果として，解ベクトル uに対す
る近似式 u ≈ Vũ + gを得る．式 (9)で表される近似式
は Galerkin法と組み合わせて用いられ，重み関数は次
式に低次元化される．

w ≈ Vw̃ (10)

ここで，w̃ ∈ RkPOD は任意のベクトルである．これら近
似式 (9), (10)を用いて，式 (8)は次式に低次元化される．

w̃TVTKVũ = w̃TVT( f − K g) (11)

式 (11)は任意のベクトル w̃に対して成り立つことから，
次式を得る．

VTKVũ = VT( f − K g) (12)

式 (12) は，低次元化された係数行列 K̃ = VTKV ∈
RkPOD×kPOD，低次元化された右辺ベクトル f̃ = VT( f −
K g) ∈ RkPOD を用いて，K̃ũ = f̃ と表される．

(3) Overlapping型領域分割法
overlapping型領域分割法では，まず以下の定義のも
と，節点集合 X を N 個の節点集合 X(i) (i = 1, 2, . . . ,N)
に重複なく分割する．

X(i) ∩ X( j) = ∅ (i , j) (13)
N∪

i=1

X(i) = X (14)

式 (13), (14)を満たすように Xを分割したとき，各領域
に属する節点集合を内部節点集合とし，領域 iに属する
内部節点数を n(i)で表す．オーバーラップ領域を加味し
た節点集合 X̄(i) は次式で与えられる．

X̄(i) = X(i) ∪ X(i)
ovl (15)

ここで，X(i)
ovlは領域 iが隣接する節点からなる集合のう

ち，隣接する領域に属する節点に限定した集合である．
なお，節点 aに定義される有限要素法の基底関数 Na(x̂)
に対して，節点 bの基底関数との積 Na(x̂)Nb(x̂)が非零
となる座標 x̂ ∈ R3 が存在するとき，すなわち，

∃ x̂ ∈ R3, Na(x̂)Nb(x̂) , 0 (16)

が成り立つ場合，節点 aは節点 bと隣接するとみなす．
次に，領域分割前の節点集合 Xに対応する係数行列

K ∈ Rn×n を，領域 i, jの内部節点集合 X(i), X( j) に対応
する行列 K(i, j) ∈ Rn(i)×n( j) を用いて次式で表す．

K =


K(1,1) K(1,2) . . . K(1,N)

K(2,1) K(2,2) . . . K(2,N)

...
...

. . .
...

K(N,1) K(N,2) . . . K(N,N)

 (17)

ここで，K(i, j)は領域 iが領域 jから受ける作用を表す行
列であり，領域 iが領域 jと隣接するとき非零なブロッ
ク行列成分を持つ．
また，領域分割前の節点集合 X に対応し, 各節点上
にスカラ量が定義されたベクトル x ∈ Rnは,領域 iの内
部節点集合 X(i)に対応するベクトル x(i) ∈ Rn(i) を用いて
次式で表される．

x =


x(1)

x(2)

...

x(N)

 (18)

(4) L-PODの定式化
L-POD [9]では，まず分割領域毎に独立して特異値分
解を行い，各領域で基底を取り出し，各分割領域の基
底を連結する．次に，Galerkin法と組み合わせた近似
式により高精度な解析システムを低次元化する手法で
ある．
はじめに，分割領域 iの内部節点集合に対応する snap-

shot行列 S(i) ∈ Rn(i)×nsnap (i = 1, 2, . . . ,NPOD)に対して，特
異値分解を行う．

S(i) = U(i)Σ(i)W(i)T
(19)

ここで，NPODは POD基底を取得する分割領域の数であ
る．式 (4)より，左特異ベクトルが並ぶ行列U(i) ∈ Rn(i)×r(i)

(r(i) = rank S(i))のうちはじめの k(i)
POD本を選定し，POD

基底 V(i) ∈ Rn(i)×k(i)
POD とする．各領域で独立に基底が取得

されるため，全体領域での POD基底 Vは次式で与えら
れる．

V = diag
(
V(1),V(2), . . . ,V(NPOD)

)
(20)

全体領域の係数ベクトル ũは，分割された領域に対
応する係数ベクトル ũ(i) ∈ Rk(i)

POD を用いて以下のように
表される．

ũ =


ũ(1)

ũ(2)

...

ũ(NPOD)

 (21)
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L-PODにおいても，この ũとVを用いて，従来の POD
と同様に式 (9)で解ベクトルを近似する．重み関数に対
しても，Galerkin法を適用し，V を用いて式 (10)で近
似することで，低次元化された連立一次方程式 (12)を
得る．
このとき，低次元化された係数行列 K̃ = VTKV は，
次式で表される．

K̃ =


K̃(1,1) K̃(1,2) . . . K̃(1,NPOD)

K̃(2,1) K̃(2,2) . . . K̃(2,NPOD)

...
...

. . .
...

K̃(NPOD,1) K̃(NPOD,2) . . . K̃(NPOD,NPOD)

 (22)

ここで，低次元化された係数行列の各ブロック行列
K̃(i, j) ∈ RkPOD

(i)×kPOD
( j) は，対応する節点の POD 基底と

の積で表され，以下のように計算される．

K̃(i, j) = V(i)TK(i, j)V( j) (23)

領域 i と領域 j が隣接するとき，行列ベクトル積
V(i)TK(i, j)V( j) が非零になるため，式 (22)は式 (17)と同
様なブロック行列の非零構造を持つ．
低次元化された右辺ベクトル f̃ = VT( f − K g)は，対
応する領域に属する POD基底との積で計算される．

f̃ =


f̃ (1)

f̃ (2)

...

f̃ (NPOD)

 (24)

ここで， f̃ (i) ∈ Rk(i)
POD は領域 iでの低次元化された右辺ベ

クトル，f (i) ∈ Rn(i)は領域 iでの右辺ベクトル，g(i) ∈ Rn(i)

は領域 iでの Dirichlet境界条件を満たし，Dirichlet 境
界条件が指定されている g(i)のベクトル要素以外は 0の
ベクトルである．

(5) Empirical Cubature Method (ECM)
さらなる計算効率の向上を図るため，ECM (empirical

cubature method) [12]を導入する．詳細は，紙面の都合
により省略する．

3. L-PODに対する階層型並列化手法
本研究では，階層型グラフに基づいた L-PODの並列
計算アルゴリズムを提案する．
はじめに，本研究で扱うグラフについて述べる．グラ
フGは，ノード集合 X = {x1, x2, . . . , xn}とノードを結ぶ
エッジ集合 E = {ea,b | xa, xb ∈ X}を用いて，G = (X, E)
と定義されるデータ構造である．ここで，ea,bは 2つの
ノード xa, xb ∈ X が隣接していることを表す．また，n
はノード数 |X|である．本論文で定義されるグラフはセ
ルフエッジ ea,a を含むものとし，向きのない無向グラ
フとして扱う．

(1) 計算点グラフとメタグラフ
計算点グラフとは，計算点間の相互作用を表現する
グラフ構造であり，対象としている連立一次方程式の
非零構造に対応する．例えば，有限要素メッシュの節

点を計算点とする計算点グラフは，有限要素法により
離散化して得られる連立一次方程式の非零構造に対応
する．
グラフ構造を用いることで，ある隣接関係を持つ任
意のノード集合に対して領域分割が定義できる．有限
要素メッシュの節点を計算点とする計算点グラフを考
えたとき，「有限要素メッシュに対する領域分割」が，「計
算点グラフに対するグラフ分割」として一般化される．
すわなち，ある隣接関係を持つ任意のグラフのノード集
合 Xに対して，式 (13), (14)を満たすように領域分割し，
内部節点集合に対応するノード集合 X(i) (i = 1, 2, . . . ,N)
を得た後，式 (15)によってオーバーラップ領域 X(i)

ovlを
含むノード集合 X̄(i) が定義される．また，ノード集合
X̄(i)から構成されるエッジ集合を Ē(i)としたとき，部分
グラフ Ḡ(i) = (X̄(i), Ē(i))が得られる．以降，計算点グラ
フに対するグラフ分割は，上述の操作に沿って部分グ
ラフ Ḡ(i) が定義されるグラフ分割とする．
次に，計算点グラフに対してグラフ分割を行ったと
き，定義される領域の隣接関係について述べる．Fig.2の
左側に示すように，計算点グラフを分割し得られる内
部領域 X(i) に対し，それぞれ新たにメタノード x̃i を定
義する．これらメタノードに対して，各領域の隣接関
係を表すメタグラフ G̃ = (X̃, Ẽ)が定義できる．ここで，
ノード集合 X̃ = {x̃1, x̃2, . . . , x̃N}は分割された領域を表
す集合であり，エッジ集合 Ẽ = {ẽi, j | x̃i, x̃ j ∈ X̃}は領域
間の隣接関係を表す．このようなグラフは，領域間を
跨ぐ計算点グラフのエッジを判別することで構築され，
次式が成り立つとき領域 iは領域 jと隣接するとみな
し，メタグラフのエッジ ẽi, j で表現する．

X(i) ∩ X( j)
ovl , ∅ (25)

続いて，計算点グラフおよびメタグラフに基づいて，
グラフ分割前後の行列 A，ベクトル xの対応関係を明
示する．これらの対応関係は，3.2節にて述べるグラフ
構造に基づいた並列計算の定式化に利用する．具体例
として，有限要素の節点を計算点とする計算点グラフ
を考えると，これに対応して係数行列 K，解ベクトル
u，および右辺ベクトル f が定義される．これらは本章
で扱う行列 Aおよびベクトル xの枠組みに含まれ，同
様に扱うことが可能である．領域分割前のノード番号
をグローバル番号 aGとし，領域分割後の各領域におけ
るノード番号をローカル番号 aLと定義する．分割前後
の行列 Aと A(i, j)およびベクトル xと x(i)の関係は，グ
ローバル番号 aG 上に定義されたベクトル要素を領域 i
のローカル番号 aL へ対応させる行列 P(i) ∈ R|X|×|X(i) | を
用いて，次式で表される．

A =
N∑

i=1

N∑
j=1

P(i) A(i, j) P( j)T
(26)

x =
N∑

i=1

P(i)x(i) (27)

ここで，領域 iと jが隣接しているとき，領域 iと jの
相互作用を表すブロック行列 A(i, j)は非零となる．メタ
グラフは領域間の隣接関係を表すため，Fig.2に示すよ
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Fig.2: Relationships between metagraph and block matrix
(non-zero block matrices are shown in color or gray).

うに行列 Aのブロック行列 A(i, j) に関する非零構造は，
メタグラフを参照することで一意に定まる．領域 iの
ローカル番号 aLを対応するグローバル番号に変換する
関数 aG = idx(i, aL)を考えると，P(i) の行列成分は次式
となる．

P(i)
aGaL
=

1, aG = idx(i, aL)

0, otherwise
(28)

(2) 分散メモリ型並列計算機に対する領域分割型並列化
本研究では，並列計算機の利用を前提として，反復
法を採用する．反復法の並列計算は，そのアルゴリズ
ムから，ベクトル和，ベクトル内積，行列ベクトル積
の並列計算を実現すればよい．
グラフのノード集合 Xを Npar個のノード集合 X(i)に
分割したとき，式 (26), (27)について，i番目の分割領域
を表すインデックス iに並列プロセスを割り当てる．イ
ンデックス iに関する並列プロセスは，部分グラフG(i)

が割り当てられ，ブロック行列 A(i, j) (i = 1, 2, . . . ,Npar)
とベクトル x(i)を保持する．ここで，Nparは並列プロセ
スを割り当てる領域数である．
行列ベクトル積 z = Ax の並列計算について述べ
る．行列ベクトル積の並列計算は，領域 i に関する計
算 A(i,i)x(i) と，領域 i とその隣接領域 j に関する計
算 A(i, j)x( j) に分けられ，式 (30) で表される．ここで，
nbhd(x̃i, G̃)は，グラフ G̃ = (X̃, Ẽ)に関してノード x̃i ∈ X̃
と隣接するノードのインデックスをすべて返す関数で
ある．

z =
Npar∑
i=1

P(i) z(i)

=

Npar∑
i=1

P(i)

A(i,i)x(i) +
∑

j ∈ nbhd(x̃i,G̃)

A(i, j)x( j)


(29)

ここで領域 iとその隣接領域 jに関する計算 A(i, j)x( j)に
ついては，隣接領域 j に値が保持されたベクトル x( j)

( j ∈ nbhd(x̃i, G̃))を MPI通信によって取得し計算する．
ここで行列 A(i,i) は分割領域 iの内部領域 X(i) に対応す
る行列であり，分割領域ごとに独立に生成できる．ま
た行列 A(i, j) についても，分割領域 iのオーバーラップ
領域 X(i)

ovlに，行列 A(i, j)の計算に必要なグラフを保持し

ているため，MPI通信なく分割領域ごとに独立に生成
できる．

(3) グラフ構造に基づく L-PODの階層型並列化
本研究では，2.4節で紹介した L-PODにおける「POD
基底を取得する領域」と，3.2節で紹介した「領域分割
型並列化のための領域」を独立に定義し，L-PODの分
散メモリ型並列計算を実現する方法として，メタグラ
フ構造を利用した階層型領域分割法を提唱する．なお，
記述の簡潔性のために，これ以降は，「POD基底を取得
する領域」を POD計算領域，「領域分割型並列化のため
の領域」を並列計算領域と呼称する．また，本研究で
は POD計算領域数が並列計算領域数よりも大きい問題
を対象とする．この階層型領域分割法の全体像を Fig.3
に示す．
まず，2.3節で紹介したグラフと領域分割の定義を基
に，有限要素の節点に対応するグラフに対して領域分
割 (Fig.3の Domain decomposition 1)を行い， POD計
算領域を生成する．このようにして生成された POD計
算領域は，L-PODによって低次元の基底関数が貼られ
た粗い有限要素のようなものと解釈できる．
次に，3.1節にて紹介したメタグラフの定義に従い，

POD計算領域群に対応するメタグラフを生成する．な
お，このメタグラフに対しても，有限要素の節点に対
応するグラフと同様に，2.3節で紹介した基底関数の積
によるエッジの定義 (16)が適用できる．ここでの基底
関数は，L-PODが生成する低次元化された基底関数で
ある．通常，PODによって生成される基底関数は領域
全体にわたって定義されるモードのようなものであり，
そのグラフ構造は全対全連結 (密行列に対応)であるた
め領域分割型並列化は困難である．しかし，L-PODは
領域が分割されており，上記のメタグラフに対応する
疎なブロック行列構造を有するため，低次元化と領域
分割型並列解析の両立が可能である．
上記のメタグラフに対し，再度領域分割 (Fig.3の Do-

main decomposition 2) を行うことで，並列計算領域が
定義できる．Fig.3下部に図示されているように，各並
列計算領域は特定の POD 計算領域群を内包しており，
3.2節の領域分割型並列計算を適用することで，分散メ
モリ型並列計算を実現する．また，この並列計算領域
のメタグラフ (POD計算領域メタグラフのメタグラフ)
によって，並列計算時の通信テーブルが構築される．

(4) 計算点グラフに基づいた負荷分散
式 (4)に基づき POD計算領域毎に基底数を可変にし
た場合，それらを内包する並列計算領域の計算量にば
らつきが生じ，結果として全体の計算効率が低下する．
そこで，本研究ではこの問題を解決するために負荷分
散を導入する．
まず，「POD計算領域を計算点としたグラフ」の i番
目のノードにノード重み n(i)

weight を付与することで，重
み付きグラフを得る．次に，この重み付きグラフに対
してノード重みの総和を均一かつ，分割グラフを跨ぐ
エッジ数を最小にするように分割し部分グラフを得る．
最後に，得られた部分グラフに基づき，3.3節で述べた
並列計算を行うことで負荷分散を実現する．
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Fig.3: Schematic overview of the proposed method．

4. 数値実験
提案手法を用いた計算例は口頭発表にて紹介する．

5. 結論
本研究では，L-PODの領域分割型並列計算を目的と
して，階層型グラフ分割に基づいた並列計算アルゴリ
ズムを提案した．加えて，グラフ構造を活用した負荷
分散手法を新たに開発し，数値実験によって計算効率
が向上することが確認された．
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