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距離関数・動的重み・符号制約を導入した
PINNによる非定常非圧縮流の逆解析

Inverse analysis of unsteady incompressible flow using PINN
with distance field, adaptive weight, and sign constraint
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We present an improved approach for inverse analysis in Physics-Informed Neural Network (PINN) by ad-
dressing boundary condition imposition and weight tuning. While standard PINN formulations incorporate
boundary conditions through the loss function, we enforce them exactly using distance functions. In ad-
dition, we enhance accuracy through dynamic weight tuning and an explicit sign constraint on estimated
parameters. These improvements address reliability concerns in PINN, particularly for inverse problems.
The effectiveness of the presented method is demonstrated through numerical experiments on incompress-
ible flow in a square cavity and flow around an obstacle.
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1. 緒言

Neural Networkなどの機械学習手法を用いて常・偏微
分方程式を数値的に解く取り組みは，1990年代から行
われている [1–3]．近年では機械学習ライブラリの整備
が進み，同手法が広い分野に浸透している．一方，この
ようなデータ駆動型のアプローチにはモデルの説明性
が低いという問題があり，結果の信頼性が懸念される場
合がある．こうした背景から，大量のデータに基づいて
学習を行う方法（purely data-driven）に代わり，事前知
識を導入したモデル（prior knowledge-informed）を導
入することで信頼性を向上させる手法が展開されてい
る [4]．特に，PINN（Physics-Informed Neural Network）
[5]は順解析・逆解析の両者に柔軟に適用可能という特
徴を持ち，希少データを活用する問題で利用されてい
る [6]．また，同手法は，メッシュフリーなアプローチ
としての利点を持ち，高次元の問題や複雑な形状の問
題に適用しやすいという特徴がある．

著者らの先行研究 [7]では，非圧縮性の流れ場におい
て，距離関数を用いた境界条件の取り扱い [8–10]と動
的重み [11,12]の併用による逆解析の高精度化を実現し
た．しかしながら，その適用例が矩形領域での問題に
限定されており， [3,13,14]などの既存手法との差別化
が不明瞭であった．本研究では，同手法が，既存手法
では取り扱いが難しい問題に対しても有効であること
を示し，その有効性を明確化する．

2. 機械学習手法
(1) Physics-Informed Neural Network
非圧縮性の Navier-Stokes方程式を考える．

∂u
∂t
+ (u · ∇) u = −1

ρ
∇p + ν∇2u in Ω (1)

∇ · u = 0 in Ω (2)

u = uΓ on Γ (3)

ここで，u = (u, v)⊤は速度，pは圧力，ρは密度，νは動
粘性係数である．PINN [5]は，解 u(x)をMLP（Multi-
Layer Perceptron）û(x; θ)により近似し，以下の損失関
数を最小化することで学習を行う．

L (θ) = Lmmt + λdivLdiv + λbcLbc + λdataLdata (4)

Lmmt =

∫
Ω

∣∣∣∣∣∂û
∂t
+ (û · ∇) û +

1
ρ
∇p̂ − ν∇2û

∣∣∣∣∣2 dx (5)

Ldiv =

∫
Ω

|∇ · û|2 dx (6)

Lbc =

∫
Γ

|û − uΓ|2 dx (7)

Ldata =

∫
Ω

|û − udata|2 dx (8)

ここで，λdiv, λbc, λdata ∈ R≥0は連続の式，境界条件，観
測データの寄与を制御する重みである．このようなペ
ナルティ法に基づく方針 [5]は，実装の容易さから実用
上広く用いられているものの，境界条件を厳密に課す
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(a) sPQ（式 (9)） (b) tPQ（式 (10)） (c) ϕPQ（式 (11)） (d) ∇ϕPQ

図–1: 線分に対する距離関数

ことは困難であり学習が不安定化する場合が多い．本
研究では，このようなペナルティ的アプローチを ‘soft
imposition’と呼び，次に述べる方針と区別する．なお，
式 (5)–(8)の各項は，(quasi-)Monte Carlo法により近似
する（例えば， [15]）．

(2) 距離関数を用いた境界条件の付与
領域 Ω上の任意の点 xにおいて，境界 Γまでの距離
を距離関数で以て表現する．xから Γまでの厳密な距離
をΦ (x)で表すこととすると，Φは次の特性を持つ [16]．
(A) Φ (x) = 0 (x ∈ Γ)
(B) ∂νΦ (x) = 1 (x ∈ Γ)
(C) ∂m

ν Φ (x) = 0 (x ∈ Γ,m ∈ Z≥2)
ここで，νは Γ上の内向き単位法線ベクトルである．た
だし，厳密な距離 Φを求めることは一般に困難な場合
が多いため，これを近似的に表す関数 ϕ (x)を用意する．
ϕに要求する特性は，上記の特性 (C)を緩和した以下の
3つである．
(a) ϕ (x) = 0 (x ∈ Γ)
(b) ∂νϕ (x) = 1 (x ∈ Γ)
(c) ∂k

νϕ (x) = 0 (x ∈ Γ, k = 2, . . . ,m ∈ Z≥2)
このとき，ϕはm次まで正規化されている，と言う [17]．
まず，単一の線分に対する距離関数の構築について
述べる．点 Pと点 Qを結ぶ線分を S PQに対し，以下の
符号付き距離関数 sPQ (x)を定義する．

sPQ (x) =
1
∥xPQ∥

s′PQ =
1
∥xPQ∥

nPQ · (x − xP) (9)

ここで，∥ · ∥は L2ノルム，s′PQは点 Pと点 Qを結ぶ直
線 S ′PQに対する符号付き距離関数，nPQは S ′PQ に対す
る単位法線ベクトルである．次に，以下のトリミング
関数 tPQ (x)を定義する．

tPQ(x) =
1
∥xPQ∥

(∥xPQ∥
2

)2

− ∥x − xC∥
 (10)

ここで，xCは線分 S PQの中点である．以上より，sPQ (x)
と tPQ (x)を組み合わせて，線分 S PQに対する距離関数
ϕPQ (x)を定義することができる [9]．

ϕPQ(x) =

s2
PQ +


(
s4

PQ + t2
PQ

)1/2 − tPQ

2


2

1/2

(11)

具体例として，点 P = (.2, .2)⊤，点 Q = (.8, .8)⊤ を
結ぶ線分 S PQ に対する各関数を図–1 に示す．同図よ
り，線分 S PQ が，S =

{
x ∈ R2 | sPQ (x) = 0

}
と T ={

x ∈ R2 | tPQ (x) ≥ 0
}
の積集合 P =

{
x ∈ R2 | ϕPQ (x) = 0

}
として表現されていることが確認できる．
続いて，領域に対する距離関数について述べる．境
界 Γ が区分的な線分から構成される場合を考え（Γ =⋃N

i=1 Γi），Γに対する距離を以下により定義する [16,18]．

ϕ B
∏

i ϕi(∑
i ϕ

m
i

)1/m (12)

ここで，m (∈ Z>0)は ϕの正規化の次数である（上記の
特性 (c)）．あるいは，より簡便に距離関数を構築する
上では，次の方針も知られている．

φ B
∏

i

ϕi (13)

式 (12)，(13)は，両者ともに特性 (a)を満たすが，式 (13)
は特性 (b), (c)を満たさず，Neumann条件を伴う境界値
問題へ適用する際の障壁となる．なお， [3, 13, 14] な
どは

ψ B c
∏

i

si (14)

を距離関数に採用しているが（c は任意の定数，si は
式 (9)の符号付き距離），式 (14)は式 (13)と同様に一般
に特性 (b), (c)を満たさないことに加え，領域Ωが凸で
ある場合にのみ有効であり，適用範囲が限られている．
式 (12)に定義した距離関数 ϕを用いて，近似解を以
下のように構築する．

ũ B P (û) B ūΓ + ϕû (15)

ここで，ūΓはDirichlet条件を内挿した関数である [17]．
ϕ = 0 on Γ より，ũ = ūΓ = uΓ on Γ であるから，ũ は
Dirichlet条件を満たす．Neumann条件についても同様
に，距離関数を用いて取り扱うことが可能である [10,
19,20]．本研究では，このように距離関数を用いて境界
条件を厳密に課す方法を ‘hard imposition’と呼ぶ．
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(3) 動的重みの導入による学習の安定化
第 (2)節で述べた方法に従えば，式 (4)の損失関数は
次のように改められる．

L̃ (θ) = L̃mmt + λdivL̃div + λdataL̃data (16)

ここで，L̃mmt, L̃div, L̃dataはそれぞれ，式 (5)，(6)，(8)に
おいて，ûを ũに置換したものである．ただし，λdiv, λdata

は適切に設定しておく必要があり，これを brute-force的
に調整することは非現実的である．本研究では，勾配
ノルムに基づく動的重み [11,12]を導入することで，重
みの調整を自動化する．まず，損失関数に対する 1次
の Taylor展開と勾配降下法の関係から，

L(θ(n+1)) − L(θ(n)) = −η(n)∥∇θL(θ(n))∥22 (17)

を得る．次いで ∇θL̃mmtと ∇θL̃kの間に直交性を仮定し
（kは div，あるいは dataを指すインデックス），

∆L̃mmt = −η(n)∥∇θL̃mmt(θ(n))∥22 (18)

∆L̃k = −η(n)∥∇θL̃k(θ(n))∥22 (19)

と分離する．ここで，各項が，1エポックの間に同等の
割合で減少する [21–23]には，λ(n)

k ∈ R≥0 に対して，

∥∇θL̃mmt(θ(n))∥22 ≈ ∥λ
(n)
k ∇θL̃k(θ(n))∥22 (20)

を要求する．したがって，

λ(n)
k =

∥∇θL̃mmt(θ(n))∥2
∥∇θL̃k(θ(n))∥2

(21)

を動的重みとする．ただし，数値的な安定化のために
指数減衰を作用させ，

λ̂(n)
k = βλ̂

(n−1)
k + (1 − β)λ(n)

k (22)

とする．ここで，β ∈ [0, 1)は減衰率である．さらに，平
行移動を除くため，λ̂(0)

k = 0と初期化した上で，

λ̃(n)
k =

λ̂(n)
k

1 − βn (23)

と改めることで，初期値向きのバイアスを取り除く [24]．

(4) 逆解析対象のパラメータに対する符号の制約
PINNを逆解析に適用する際には，推定対象である物
理量を Neural Networkに出力させる，あるいは，推定
対象の物理パラメータを代表するような学習可能パラ
メータを新たに導入した上で，支配方程式の情報を用
いてこれらを推定するアプローチが一般的である（例
えば， [5,25]）．ここで，新たに導入したパラメータは，
重みやバイアスと同様に更新されるため，任意の実数
値を取ることが許容されている．すなわち，この方法
論では，推定対象のパラメータの符号は明示的に制約
されておらず，学習を通じて正しい符号・値に収束する
ことが期待されているに過ぎない．しかしながら，物
理的な視点からは，これらのパラメータは物理的な意
味を伴う特定の符号を有する必要がある．例えば，流

体の動粘性係数 νは正値である必要がある．この問題
への対処として，以下の変換を以て物理量の符号を明
示的に制約する．

ν̃ B h+ (ν̂) (24)

ここで，h+ : R → R+ は正値を返す関数である．
h+ の候補には複数の選択肢が存在するが，max (0, ·)2，
softplus (·)，exp (·) を用いた事前検討を行った結果，
exp (·)が最も安定した学習を示したため，本研究では
これを用いる．

3. 数値実験
(1) キャビティ流れ
まず，著者らの先行研究 [7]で示した，矩形領域内の
キャビティ流れに対する適用例を，より高 Reynolds数
の問題に拡張する．2次元のキャビティ流れを考え，有
限差分法により参照解を作成した．問題設定は，空間
中に無造作に配置した 256点の速度の観測データを用
いて，当該流れ場の Reynolds数，およびデータを与え
ていない圧力場を逆解析するものとする．境界条件の
取り扱いを soft imposition，hard impositionの何れかと
した．
図–2には，有限差分法による参照解，soft imposition
と動的重み・符号制約を併用した場合，および，hard
impositionと動的重み・符号制約を併用した場合の結果
を示す．同図より，hard impositionと動的重み・符号制
約を併用した場合にのみ，Reynolds数の推定値が真値
に収束し，速度場，圧力場ともに参照解と一致してい
ることが確認できる．なお，hard impositionと符号制約
のみを導入した場合の結果も示しているが，高粘度流
体のような振る舞いに収束しており，動的重みの有効
性が確認できる．

(2) 障害物周りの流れ
次いで，ハート形の障害物周りの非圧縮性流れに対
し，式 (4)，式 (16)を用いた逆解析の比較を行う．参照
解は P2/P1補間した有限要素解を参照解とし，キャビ
ティ流れの場合と同様に速度のデータのみを与えた上
で，圧力と動粘性係数を逆解析する．図–3には，再構
成した速度場，推定した圧力場，および動粘性係数を示
す．ペナルティ法に基づく soft impositionでは障害物周
りの非すべり条件を満足することができておらず，速
度のデータを与えているにも関わらず，流れ場全体の
特徴を捉えることができていない．一方，距離関数を
用いて境界条件を陽に満たす hard impositionでは，障
害物近傍においても有限要素解と同様の速度場を再現
することができており，さらにデータを与えていない
圧力場や動粘性係数についても参照解に合致する結果，
真値に合致する推定結果を得た．なお，本稿には図示
していないが，式 (23)の動的重みが学習過程で動的に
調整されていることも確認しており，動的重みの導入
が PINNの学習安定性に寄与していると考える．さら
に，図–3 に示すような凸でない形状を表現するには，
式 (14)のような距離関数の利用 [3, 13, 14]では困難で
あり，式 (9)–(12)による距離関数の有用性 [8–10,16,18]
が強調される．ただし，hard impositionにおいても，障
害物背面では速度が過小評価される傾向が残っており，
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(a)参照解，および PINN による解

(b)各手法による Reynolds 数の推定値

図–2: キャビティ流れ

このような課題に対しては，Fourier特徴量の利用など
が有効となり得る．

4. 結言

本研究では，先行研究 [7] で矩形領域への適用に留
まっていた PINNの逆解析手法を，より複雑な形状の
問題へと拡張した．PINNの枠組みにおける境界条件の
取り扱いを改めるとともに [8–10]，動的重み [11,12]の
導入と，推定対象パラメータの符号を明示的に制約す
ることで，非圧縮性流れの逆解析において高精度な結
果を得ることができた．今後は，Fourier特徴量を利用
することによる高度化や，データにノイズが混入した
場合の堅牢性の検討を行い，実用的な逆解析手法とし

ての有用性を高めていく計画である．
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(a)参照解，および PINN による解

(b)各手法による動粘性係数の推定値

図–3: 障害物周りの流れ
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