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機械学習に基づく複合梁の弾塑性マルチスケール解析
Surrogated Computational Homogenization of Elastoplastic Composite Beam
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This study proposes a surrogate computational homogenization for elastoplastic composite beams by means
of machine learning. For that purpose, we perform numerical experiments to a representative volume ele-
ment of composite beam and create a dataset of the sectional forces under various loading histories. Using
the obrained dataset, a continuous function of the sectional forces is constructed by RBF interpolation, which
is used as a substitution of microscopic analyses, and thus it is referred to as surrogate computational ho-
mogenization in this study. The resulting surrogate computational homogeniaztion is used to predict the
sectional forces for an arbitrary deformation history, and utilized to perform multiscale analyses.
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1. はじめに
複合材料の力学を明らかにするために均質化理論に
基づくマルチスケール解析手法 [1] の研究が進められ
ており，弾性体によって構成される複合梁のマルチス
ケール解析手法もこれまでに提案されている [2]．しか
し，非弾性材料が構成材料に含まれる場合には，変形
状態と断面力の構成関係が複雑化し，古典的な梁理論
に基づく断面力の数理モデル化が困難となるため，非
弾性複合梁のマルチスケール解析手法に関して研究を
行った例は限られている．
そこで本研究では，機械学習を用いて複合梁の非線
形マルチスケール解析におけるミクロ解析を代替可能
な代理均質化モデル（Surrogate Computational Homog-
enization, SCH）[3]を構築する．具体的には，弾塑性体
を含む複合梁の周期的なミクロ構造を代表するユニッ
トセルの解析モデルに対して，様々なマクロ変形履歴
を負荷する数値実験（数値材料試験）を実施すること
でマクロな変形状態およびその履歴とマクロ断面力の
データセットを作成する．得られたデータセットを教
師データとして RBF補間 [4]を適用し，ハイパーパラ
メータを最適化することで，教師データに含まれない
マクロ変形履歴に対してもマクロ断面力を予測可能な
連続関数を構築し，マルチスケール解析のための SCH
として用いる．

2. 複合梁のマルチスケール境界値問題
図–1に示す，中立軸方向に周期的なミクロ構造を有
する梁の準静的な釣合い問題を微小変形理論の枠組み
で考える．均質化理論 [5] に基づいて，対象とする問
題を，ミクロスケールにおける周期的構造を代表する
ユニットセルの自己釣り合い問題（ミクロ境界値問題）

(a) Macroscopic beam (b) Periodic microstructure
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図–1 Multiscale setting of heterogeneous beam
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図–2 Macroscopic problem

と，マクロスケールにおける力学的な振る舞いが，ユ
ニットセルと等価な均質体で構成される梁の釣り合い
問題（マクロ境界値問題）に分離する [6]．図–2はマク
ロな梁の変形図を示しており，マクロ座標系を xで表
すと，力の釣り合いに関する支配方程式は次式で表さ
れる． 

∂xΣ(x1) + F(x1) = 0 ∀x1

E(x1) = ∂xU(x1)

U(x1) = Ū on ∂DΩ

Σ(x1) = T̄ on ∂NΩ

(1)

ここに，Σおよび Eはそれぞれマクロ断面力ベクトル
とマクロ一般化ひずみベクトルであり，以下のように
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図–3 Microscopic problem

定義される．

Σ(x1) =



軸力
x1 − x2面内曲げモーメント
x1 − x3面内曲げモーメント
ねじりモーメント
x1 − x2面内せん力
x1 − x3面内せん力


(2)

E(x1) =



∂x1 ū1(x1)
−∂x1ϕ2(x1)
−∂x1ϕ3(x1)
−∂x1θ(x1)

∂x1 ū2(x1) − ϕ2(x1)
∂x1 ū3(x1) − ϕ3(x1)


(3)

さらに，(ū1, ū2, ū3, θ, ϕ2, ϕ3)はそれぞれ断面 x1におけ
る中立軸の xi, (i = 1, · · · 3)方向の変位，ねじり角，x1 −
xi, (i = 2, 3)平面における断面の角度である（図–2参照）
であり，マクロ一般化変位ベクトル Uの成分である．

U(x1) = {ū1(x1) ū2(x1) ū3(x1) θ(x1) ϕ2(x1) ϕ3(x1)}⊤ (4)

一方，ミクロ座標系を yとして，x, yのいずれとも独
立な座標系 zと共に図–3に示すように定めると，ミク
ロ境界値問題は次式で表される．

∂⊤yσ(x1, y) = 0
ε(x1, y) = ZE(x1) + ∂yu∗(x1, y)

u∗|∂Y[+1] − u∗|∂Y[−1] = 0
1

lwh

∫ h/2
−h/2

∫ w/2
−w/2

∫ l/2
−l/2 ϕ(x1, y)dy1dz2dz3 = 0

(5)

ここに，

Z =



1 z2 z3 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 −z3 1 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 z2 0 1


(6)

∂y =


∂y1 0 0 ∂y2 0 ∂y3

0 ∂y2 0 ∂y1 ∂y3 0
0 0 ∂y3 0 ∂y2 ∂y1


⊤

(7)

である．また，εおよび u∗ はそれぞれミクロひずみお
よびミクロ擾乱変位である．さらに，u∗|∂Y[±1] はミクロ
領域 Yの y1方向に関する境界面 ∂Y[±1]上の擾乱変位で

ある．加えて，l, w, hはそれぞれ図–3に示すユニット
セルの寸法であり，ϕは次の回転量ベクトル [7]である．

ϕ(x1, y) =
{
z2u1 z3u1 z2u3 z3u2

}⊤
(8)

最後に，σはミクロ応力ベクトルであり，任意の弾塑
性構成則 [8]によって計算される．
式 (1)1 のマクロ断面力 Σはミクロ境界値問題を解い
て得られるミクロ応力を用いて，次式によって計算で
きる．

Σ =

∫ h/2

−h/2

∫ w/2

−w/2
Z⊤

(∫ l/2

−l/2

σ

l
dy1

)
dz2dz3 (9)

マルチスケール解析の古典的な数値計算手法である
FE2[9]では，マクロ問題で計算されたマクロ一般化ひ
ずみを条件としてミクロ境界値問題 (5)を解き，式 (9)
を用いることでマクロ断面力を計算する．得られたマ
クロ断面力がマクロ支配方程式 (1)を満たさなければ，
マクロ一般化変位の予測を修正し，マクロ一般化ひず
みを計算して，再度ミクロ境界値問題を解く．この一
連の計算を，式 (1) と (5) を同時に満たすマクロ断面
力とマクロ一般化変位が得られるまで繰り返す．しか
し，この手法はミクロ解析をマクロ解析の各計算点で実
施するため計算コストが高く，実際の CAE（Computer
Aided Engineering）に用いることは非現実的とされて
いる．FE2法に替わる手法として，マクロ断面力とマク
ロ一般化ひずみの構成関係を数理モデル化し，ミクロ
解析の代わりに用いる分離型手法 [10]も提案されたが，
ミクロ構造に非弾性体が含まれる梁においては，その
数理モデル化が困難であり，マルチスケール解析にお
ける課題とされてきた．そこで本研究では，機械学習に
よってその構成モデルを構築し，弾塑性複合梁のマルチ
スケール解析を実施する．具体的には，梁のユニットセ
ルに対して任意のマクロ一般化ひずみ履歴を与えてミ
クロ解析を行う数値実験（以降，数値材料試験）を，ひ
ずみ履歴を変えて様々な条件で行うことで，あるユニッ
トセルのマクロな変形状態と断面力の対応関係を示す
データセットを作成し，RBF補間 [4]によって大域補間
することで断面力の連続関数を作成する．本研究では，
この関数を代理均質化モデル (Surrogate computational
homogenization, SCH) [11,12]と呼ぶ．

3. 弾塑性複合梁の代理均質化モデル
先に述べた数値材料試験によって，対応するマクロ
一般化ひずみと断面力の組み合わせのデータを nd 個格
納したデータセットがあると仮定する．このとき，i番
目のデータにおけるマクロ一般化ひずみと断面力をそ
れぞれ E(i)，Σ(i)で表す．このデータセットに含まれる
データを教師データとして RBF補間を適用し，弾塑性
複合梁の SCHを構築する．
本研究では，マクロ一般化応力が RBF補間によって
作成される以下の関数 ϕで表されると仮定する．

Σ (E) = ϕ ( f ) =W⊤k( f ), (10)

ここに，Wは nd行 6列の重み行列であり，kはカーネ
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ル関数 [13]と呼ばれる次の縦ベクトルである．

k( f ) =
(
k(1)( f ) · · · k(nd)( f )

)⊤
,

where k(i)( f ) = ψ
(
r(i)( f )

) /
ψ̄( f ) ,

ψ̄( f ) =
nd∑
j=1

ψ
(
r( j)( f )

)
,

r(i)( f ) =
∥∥∥ f − f(i)

∥∥∥. (11)

また，ψは放射基底関数（Radial Basis Function, RBF）
であり，次式で定義した．

ψ
(
r(i)( f )

)
= α exp

−
(

r(i)( f )
β1

)2


+ (1 − α)
〈
1 − r(i)( f )

β2

〉
(12)

さらに， f は説明変数と呼ばれる SCHの入力変数であ
り， f(i) は i番目の教師データにおける説明変数の値を
表している．本研究では， f を以下の 12成分を持つ縦
ベクトルで定義した．

f =
{

E
Eacc

}
(13)

ここに，Eacc は弾塑性体の履歴依存性を表現するため
に導入したマクロ累積一般化ひずみであり，擬似時刻
s ∈ [0, t]の間で，あるマクロ一般化ひずみ履歴が与え
られた時，その第 k成分 Eacc

k は次式で表される．

E acc
k =

∫ t

0
Ėk

{
H

(
Ek − E max

k

)
+ H

(
E min

k − Ek

)}
ds (14)

ここに，tは擬似時間であり，E max
k と E min

k はそれぞれ
擬似時刻 [0, s}の間に与えられた Ek の最大値と最小値
である．また，H(•)は Heaviside関数である．
一方，式 (10)の重み係数Wは次の連立方程式を解く
ことで得られる．(

K⊤K + η1
)⊤

W = K⊤P (15)

ここで，Pはマクロ断面力の教師データ Σ(i) を以下の
ように並べた nd 行 6列の行列である．

P =
{
Σ(1) · · · Σ(n d)

}⊤
(16)

また，Kはカーネル行列と呼ばれる nd次正方行列であ
り，以下のように表される．

K =
{
k
(
f(1)

) · · · k
(
f(n d)

)}⊤
(17)

ここで，式 (12)の α, βi, (i = 1, 2)と，式 (15)の ηはハイ
パーパラメータであり，差分進化 [14]を用いて SCH(10)
によって予測されるマクロ断面力と教師データの断面
力の平均二乗誤差 (Mean Squared Error)[15]を最小化す
るように最適化する．
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図–6 Prediction of macroscopic sectional force by the surro-
gate model for an unseen condition

4. 数値計算例
図–4は，本計算例で用いるユニットセルの解析モデ
ルを示しており，弾塑性材料を中間層に配置し，弾性
体で挟み込んだ構造となっている．弾性体・弾塑性体と
もに Hooke則を用いて弾性挙動を表し，中間層の弾塑
性構成則には von Mises降伏関数と voceの非線型等方
硬化モデル [16]を採用した．このユニットセルに対し
て 750種類の互いに異なるマクロ一般化ひずみ履歴を
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与えて数値材料試験を実施し，教師データを作成した．
その後，教師データに RBF補間を適用し，差分進化に
よってハイパーパラメータを最適化することで弾塑性
複合梁の SCHを構築した．
図–5 (a),(b)はそれぞれ教師データに含まれるすべて
の軸力と x1-x2 面内曲げモーメントを再構築した結果
を示している．グラフの横軸は各断面力の教師データ
の値であり，縦軸は SCHによって再構築された値であ
る．また，青色のマーカーは実際に再構築によって得
られた断面力の教師データと SCHの値の関係を示して
いる．グラフに示す緑色の直線は，再構築結果と教師
データの値が完全に一致している状態を示す基準線で
あり，マーカーがこの基準線から大きく離れている場
合，再構築の精度が低いことを意味する．図より，す
べてのマーカーが基準線付近に分布しており，SCHが
教師データの断面力を高精度に再構築していることを
確かめられた．
次に，SCHが教師データとして学習していないマク
ロ一般化ひずみ履歴に対してマクロ断面力を適切に予
測可能であることを検証する．図–6 (a)は，教師データ
に含まれないマクロ一般化ひずみの履歴を成分ごとに示
しており，この履歴を用いて数値材料試験（NMT）を
実施した．図–6 (b)は NMTによって得られた断面力の
履歴と，同じマクロ一般化ひずみ履歴を SCHに与えて
予測された断面力の履歴を成分ごとに比較している．グ
ラフより明らかに，NMTの結果と SCHの応答は一致
しており，提案手法によって構築された SCHが弾塑性
複合梁の断面力を適切に予測可能なことを確認できた．

5. 結論
本研究では，構成材料に弾塑性体を含む複合梁の代
理均質化モデルを提案し，数値計算例によって，提案
手法が未学習のマクロ一般化ひずみ履歴に対しても適
切なマクロ断面力履歴を予測可能なことを示した．今
後は得られた代理均質化モデルを用いてマルチスケー
ル解析を実施する．
謝辞: 本研究は JSPS科研費 24KJ2035の助成を受け
たものです。
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