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Wasserstein距離に基づく交叉を組み込んだ
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Evolutionary algorithms are effective for solving multimodal problems with multiple local optima. However,
their application to topology optimization remains limited due to the poor search performance in high-
dimensional problems. In this study, we apply a morphing technique based on the Wasserstein distance and
propose a topology optimization framework that incorpolates a new crossover operator for high-dimensional
material distributions. Through numerical examples, we demonstrate that solutions obtained by the density-
based method can be significantly improved by using them as initial solutions for the proposed method.
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1. 諸言
トポロジー最適化の基本概念は，与えられた設計領
域における最適な材料分布を数理最適化により探索す
ることであり，密度法やレベルセット法などの代表的
手法の多くは評価関数に対する感度を基に設計変数を
逐次更新する．このような感度に基づく手法は，最適
解への収束性には優れている一方で，評価関数の多峰
性が顕著な最適化問題の場合には性能の劣る局所解に
陥る可能性がある．
進化的アルゴリズムは，最適化問題の解候補群を生
物の個体群に見立て，交叉や突然変異による変化と，優
れた個体の選択による世代交代を繰り返すことで最適
解を探索する手法であり，多峰性の最適化問題に対して
その創発性が有効とされている．しかし，設計変数の増
加に伴い探索性能が著しく低下することから，Sigmund
により指摘されているように [1]，高い設計自由度を確
保するために極めて高次元の設計変数を要するトポロ
ジー最適化への応用は限定的となっている．その主な
要因としては，高次元の設計空間においては交叉や突
然変異が機能しにくく，新たな解候補の生成が困難と
なることが挙げられる．したがって，高自由度を維持
しつつも進化的アルゴリズムによるトポロジー最適化
を行うには，独自の解生成手法が必要となる．
そのような先行研究として，データ駆動型トポロジー
デザイン [2,3]では，解生成手法として深層生成モデル
を採用している．その基本的なコンセプトは，まず，原
問題に対する緩和問題を解いて多様な構造を初期解と
して準備したうえで，原問題の評価関数値に基づいて
優秀な解候補を選択し，それらを学習した生成モデル
を用いて新たな解候補を生成することを繰り返し，解

集合を反復的に更新するというものである．生成モデ
ルによって構築された低次元の潜在空間において，学
習データの中から選ばれた複数の点の間を補間する [4]
ことで，親として選ばれた構造間のモーフィングを実
現している．図 1に示す他のモーフィング手法との比
較からわかるように，線形補間と比べると妥当な補間
が得られているものの，ノイズを含むグレースケール
ベースの連続的な変化であり，二値化した際に親同士
の掛け合わせに相当する中間的な材料分布は極めて少
ないことが確認できる．この問題は，生成モデルの学習
に用いるデータ数を増やすことで改善される可能性が
あるものの，データ駆動型トポロジーデザインの枠組
みでは，解集団を学習データとして用いるため，デー
タは数十から数百に限られる．そのため，図 1に示す
ように，形態の大きく異なる構造同士のモーフィング
は不完全となり，材料分布に対する交叉手法としては
依然として課題が残されている．
本研究では，Wasserstein距離に基づく図形モーフィ
ング手法に着目し，材料分布に対する効果的な交叉手
法として導入することで，進化的アルゴリズムによる
トポロジー最適化枠組みを提案する．Wasserstein距離
は最適輸送理論に基づく確率分布間の距離尺度であり，
その特性を利用して最適輸送に基づく図形同士の重心
を計算することでモーフィングが可能である．これに
より，全く異なる図形，例えば動物と円環状の三次元図
形に対しても，それらの中間的な図形が得られること
が示されている [5]．本研究では，密度法と同様に仮想
的な材料密度を用いて材料分布を表現したうえで，こ
のモーフィング手法をトポロジー最適化における材料
分布に対して適用する．具体的には，親として選ばれ
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図–1-a 二値化前

図–1-b γ = 0.5で二値化後

図–1 両端のサンプルデータに対するモーフィング方法による比較（上段：線形補間，中段：VAE，下段：Wasserstein補間）

た 2つの材料分布に対して，最適輸送に基づきそれら
の中間的な分布を計算し，新たな解候補（子）を生成
する交叉手法を提案する．これにより，従来の進化的
アルゴリズムにおける交叉方法や深層生成モデルを用
いる方法と比べて，数少ないデータ数からより多様な
解候補の創成が可能となり，探索性能の向上が期待さ
れる．数値例として，構造力学および熱流体における
最適化問題を取り上げ，提案手法の有用性と残された
課題について考察する．

2. 提案手法
(1) Wasserstein距離に基づくモーフィング

Wasserstein 距離とは，最適輸送理論に基づく確率
分布間の幾何学的な距離を測る指標である．特に p-
Wasserstein距離は，確率分布 µから別の分布 νへの質
量輸送に必要な最小コストとして次式で定義される．

Wp(µ, ν) =
(

inf
π∈Π(µ,ν)

∫
Rd×Rd

d(x, y)pπ(x, y) dxdy
)1/p

(1)

ここで，Π(µ, ν)は µと νの間の全ての輸送計画の集合，
d(x, y)は xと yの間のユークリッド距離を表す．
式 (1)は，数値計算上は離散化された確率分布に対し
ては線形計画問題として定式化され，n個に離散化され
た 2つの分布間のWasserstein距離の計算量は O(n3)と
なり，極めて計算コストが高い．そこで，正則化項を
加えた次式のエントロピー正則化付きWasserstein距離
による近似解がしばしば用いられる．

Wεp(µ, ν) =
(

inf
π∈Π(µ,ν)

∫
Rd×Rd

d(x, y)pπ(x, y) dxdy + εH(π)
)1/p

,

H(π) = −
∫
Rd×Rd

π(x, y)
(
log π(x, y) − 1

)
dxdy

(2)
ここで，H(π)はエントロピー正則化項であり，εはその
正則化係数である．正則化の効果により，式 (2)は凸関
数となり，収束性が保証されることで式 (1)と比較して
計算コストが抑えられる．また，エントロピー正則化付
きWasserstein距離の高速な計算手法として，Sinkhorn
アルゴリズム [7]が提案されており，行列演算の反復に
より計算可能である．

複数の確率分布 {µi}Ni の最適輸送に基づく重み付き平
均として，Wasserstein重心 µ∗が次式により定義される．

µ∗ = argmin
µ

N∑
i=1

λiWεp(µ, µi) (3)

λi は各分布に対する重みであり，∑N
i=1 λi = 1を満たす．

Solomonら [5]は，画像データを確率分布として扱い，
重みを連続的に変化させながらWasserstein重心を計算
することで画像同士の補間を行うモーフィング手法を
提案している．本研究では，そのモーフィング手法を
トポロジー最適化における材料分布同士に適用し，新
たな材料分布を生成するための交叉手法とすることで，
進化的アルゴリズムによる最適化枠組みを提案する．

(2) 深層生成モデルを用いたモーフィングとの比較
上記のWasserstein距離に基づくモーフィング手法と，
最も簡単な手法として線形補間による方法，および 1章
で述べた深層生成モデルを用いた手法を比較する．4章
の強制対流型ヒートシンク設計の数値例において，初
期解として用いるデータの中で形態の異なる 2つの流
路に対して，各モーフィング手法による比較を図 1に示
す．深層生成モデルとしては，Variational Autoencoder
(VAE)[6]を用いて，初期解として用いる 100個の流路
データにより学習を行った．図 1-aにおいて，3ついず
れの方法においてもグレースケールを伴う設計変数 γ
の分布を得られていることが確認できる．線形補間によ
るモーフィングでは，二値化後の流路は，1つを除いて
サンプルデータと同一となり，唯一異なる分布も流路と
して不適切であることがわかる．VAEによる方法では，
図 1-aでは線形補間と比べて滑らかな補間となっている
が，二値化後の図 1-bでは，サンプルデータ同士の中間
的な流路はほとんど得られていない．一方，Wasserstein
距離に基づくモーフィングでは，エントロピー正則化
の影響でぼやけが生じているものの，両者とは異なる
最適輸送に基づく補間となり，二値化後も流路として
妥当な分布が得られている．このように，Wasserstein
距離に基づくモーフィング手法をトポロジー最適化に
おける交叉として導入することで，線形補間や深層生
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図–2 提案手法のフローチャート

成モデルを用いた手法と比較してより多様な解候補の
生成が可能となり，探索性能の向上が期待される．

(3) 最適化枠組み
本研究で提案するトポロジー最適化枠組みにおける
手続きを図 2に示し，以下ではその概略を示す．なお，
提案手法はデータ駆動型トポロジーデザイン [2,3]に基
づいており，先行研究における深層生成モデルによる
交叉に代替してWasserstein距離に基づくモーフィング
による交叉（以下，Wasserstein交叉）を導入する．

1. 初期解創成：従来からの最適化法で容易に解くこ
とのできる緩和問題として定式化される，低フィ
デリティ最適化問題を様々なパラメータ設定のも
とで解き，多様かつ有望な初期解を準備する．

2. 評価：解候補ごとに適した非構造格子で離散化し
た高フィデリティモデルを用いて，原問題におけ
る目的関数値・制約関数値の評価を行う．

3. 選択：パーシステントホモロジーを用いた選択方
法 [8]により，多様かつ優秀な解候補を選択して解
集合を構成する．

4. 交叉：Wasserstein交叉により新たな解候補を生成
する．以下にその具体的な手続きを示す．

(a) 解集合な中からランダムに 2つの親個体を選
び出す．

(b) 和が 1となるように，選出された材料分布を
確率分布として正規化する．

(c) ランダムに重みを生成し，2つの確率分布に
対するWasserstein重心を計算する．

(d) Wasserstein重心として得られた確率分布を [0,
1]の範囲にスケーリングし，新たな解候補の
材料分布とする．

(e) 定められた個数の解候補が生成されるまで，
(a)–(d)を繰り返す．

5. ハイパーボリュームが収束するか，定められた反
復数に達するまで，2–4を繰り返す．

3. 数値例：構造力学問題
(1) 問題設定
提案手法を構造力学におけるトポロジー最適化問題
に適用する．図 3に示すように，亀裂を有する平板に
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図–3 亀裂を有する平板の問題設定
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図–4 3章の数値例における目的変数空間と応力分布の比較

おける設計問題を考え，最大応力 F1 と体積 F2 の二目
的最小化問題として最適化問題を以下のように定式化
する．

minimize
ρ(x)

F1 = max
x∈Ω
σ(x),

F2 =

∫
D ρ(x) dΩ∫

D dΩ

subject to ρ(x) ∈ {0, 1}, x ∈ D

(4)

ここで，σ(x)は位置 xにおけるフォンミーゼス応力，D
は設計領域，Ωは ρ(x) = 1で表される材料領域である．
また，初期解創成に用いる低フィデリティ最適化問
題は，体積制約下における pノルム応力最小化問題と
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図–5 強制対流型ヒートシンクの問題設定

して以下のように定式化する．

minimize
ρ={ρe}ne

F̃ =

 n∑
e=1

σ
p
e

1/p

subject to G̃ =
∑n

e=1 veρ
(k)
e∑n

e=1 ve
− Vmax

f ≤ 0,

ρe ∈ [0, 1] (e = 1, 2, . . . , n)

(5)

ここで，σe は要素 eにおけるフォンミーゼス応力，ve

は要素体積，Vmax
f は体積制約値であり，pの値につい

ては数値安定性の面から p = 8を用いる．また，フィル
ター半径と体積制約値 Vmax

f をパラメータとして変化さ
せながら，式 (5)を密度法により解くことで多様な初期
解を準備する．
低フィデリティ最適化およびWasserstein重心の計算

には正方形要素による離散化を用い，n = 20, 000とす
る．高フィデリティモデルでは境界適合格子により離
散化して有限要素解析を行う．

(2) 結果と考察
計算結果として，図 4に目的変数空間と，対応する

構造の応力分布の一部を示す．初期解と最適解を比較
すると，低フィデリティ最適化により得られた初期解
は，最適化問題の多峰性とグレースケールの二値化の
影響でばらつきが大きい．一方，200イタレーション後
に得られた最適解は滑らかに整列しており，初期解を
完全に支配するパレートフロントを形成していること
が確認できる．
構造を比較すると，初期解のほとんどは亀裂の先端
部にも材料が存在し，その結果として応力集中が発生
している．これに対し，最適解では亀裂を避けるよう
に丸みを帯びた構造が得られ，比較的均一な応力分布
となっている．また，亀裂付近だけでなく内部の孔も
丸みを帯びた形態となっており，全体として応力集中
を避けるような構造が得られたといえる．
低フィデリティ最適化のパラメータとして用いたフィ
ルター半径と体積制約値ごとに異なる材料分布が得ら
れ，初期解は多様な構造となっているのに対して，最適
解として得られた構造は，図 4に示すように，ほとんど
が同一のトポロジーとなった．これは，低フィデリティ
最適化によって得られた複数の局所解を基にWasserstein
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図–6 4章の数値例における目的変数空間

交叉による解候補の生成を繰り返すことで，ある有望
な一つの最適解に到達したと考えられ，これらの結果
から応力ベースのトポロジー最適化に対する提案手法
の有用性が示された．

4. 数値例：熱流体問題
(1) 問題設定（高フィデリティモデル）
提案手法を熱流体におけるトポロジー最適化問題に適
用する．図 5に示す強制対流型ヒートシンクの設計問題
における乱流熱伝達を考え，Reynolds averaged Navier-
Stokes (RANS) モデルである k-ε モデルを用いた流速
u，圧力 p，温度 T に関する支配方程式は以下の通りで
ある．

∇ · u = 0 (6)

(u · ∇)u = −1
ρ
∇p + ∇ · (2νS) + ∇ · T (7)

u · ∇T = ∇ ·
((
ν

Pr
+
νt

Prt

)
∇T

)
(8)

ここで，ρ は流体の密度，ν は動粘性係数，νt は乱流
粘性係数，Pr はプラントル数，Prt は乱流プラントル
数である．S =

(
∇u + ∇uT

)
/2 は平均ひずみテンソル，

T = 2νtS− 2kI/3はレイノルズ応力テンソルである．ま
た，境界条件は以下の通りである．

u = −n, T = 0 on Γin (9)

p = 0, n · ∇T = 0 on Γout (10)

n · ∇T = 0 on Γwall (11)

ここで，nは境界面の外向き単位法線ベクトルである．
上記の支配方程式と境界条件の下で，最適化問題を
以下のように定式化する．

minimize
γ(x)

F1 = −

∫
Γout

T dΓ∫
Γout

dΓ
,

F2 =

∫
Γin

p dΓ∫
Γin

dΓ

subject to γ(x) ∈ {0, 1}

(12)

A-08-05 第30回計算工学講演会

© 一般社団法人日本計算工学会 - A-08-05 -



(-)
1.20.0

図–7-a 流速分布
(-)

0.9-0.6
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図–7 F2 = 0.30付近の初期解（左）と最適解（右）における物
理場の比較（初期解の目的関数値：F1 = −0.36, F2 = 0.28，
最適解の目的関数値：F1 = −0.48, F2 = 0.30）

ここで，γ(x)は γ(x) = 1が流体領域，γ(x) = 0が固体領
域をそれぞれ表す設計変数である．上記の問題設定に
よる高フィデリティモデルを用いた F1, F2の評価には，
境界適合格子と境界層格子により離散化し，レイノル
ズ数 Re = 5, 000の乱流条件下で有限要素解析を行う．

(2) 問題設定（低フィデリティモデル）
低フィデリティモデルとして，Navier-Stokes方程式
を用いた以下の支配方程式を用いる．

∇ · u = 0 (13)

(u · ∇)u = −∇p +
1

Re
∇2u − α(γ)u (14)

u · ∇T = ∇ ·
(

1
Re Pr(γ)

∇T
)
+ β(γ)(1 − T ) (15)

ここで，−α(γ)uは固体領域を表すための Brinkman方
程式に基づく仮想的な体積力であり，α(γ)は次式によ
り定義される．

α(γ) = αmax
1 − γ(x)

1 + qαγ(x)
(16)

ここで，αmaxは逆透過抵抗係数，qαは凸性を制御する
パラメータである．また，β(γ)(1 − T )は固体領域にお
ける熱源を表し，β(γ)は，βmax を体積熱伝達率として
次式により定義される．

β(γ) = βmax(1 − γ(x)) (17)

(-)
1.60.0

図–8-a 流速分布
(-)

1.3-1.0

図–8-b 圧力分布
(-)

1.00.0

図–8-c 温度分布

図–8 F2 = 0.70付近の初期解（左）と最適解（右）における物
理場の比較（初期解の目的関数値：F1 = −0.59, F2 = 0.70，
最適解の目的関数値：F1 = −0.70, F2 = 0.69）

さらに，Pr(γ)は設計変数に依存するプラントル数とし
て次式で定義される．

Pr(γ) = Prf + (Prs − Prf)
(1 − γ(x))

1 + qPrγ(x)
(18)

ここで，Prf, Prsはそれぞれ流体領域と固体領域におけ
るプラントル数，qPrは凸性を制御するパラメータであ
る．また，低フィデリティモデルにおける境界条件は
以下のように設定する．

p = 1, T = 0 on Γin (19)

p = 0, n · ∇T = 0 on Γout (20)

u = 0, n · ∇T = 0 on Γwall (21)

上記の支配方程式と問題設定の下で，低フィデリティ
最適化問題を以下のように定式化する．

minimize
γ={γe}ne=1

F̃ = −
∫
Γout

uT dΓ

subject to γe ∈ [0, 1] (e = 1, 2, . . . , n)
(22)

式 (17)における βmaxおよびレイノルズ数をパラメータ
として変化させながら，式 (22)を密度法により解くこ
とで多様な初期化を準備する．ただし，レイノルズ数
については Re ≤ 100の層流条件下の範囲で設定する．
また，低フィデリティ最適化およびWasserstein重心の
計算には正方形要素による離散化を用い，n = 10, 368
とする．
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(3) 結果と考察
計算結果として，図 6に目的変数空間における初期
解と最適解の目的関数値のプロットを示す．初期解と最
適解を比較すると，3章に示した結果と同様に，低フィ
デリティ最適化によって得られた初期解は，原問題と
の問題設定の差により目的関数値のばらつきが大きい．
一方，80イタレーション後に得られた最適解は滑らか
に整列しており，初期解を完全に支配するパレートフ
ロントを形成している．
初期解と最適解のうち，同程度の圧力損失 F2となる
流路を抜粋し，流速分布，圧力分布，温度分布を比較し
た結果を図 7および図 8に示す．図 7に示す流路を比
較すると，最適解は中央部分にフィンのような形状が
密に配置され，より多くの固体領域を持つことが確認
できる．図 7-aの流速分布を比較すると，特に中心部に
おいて，初期解では固体領域近傍の流速が 0に近い値
となっているのに対し，最適解ではフィンの間を流れ
る流速が高く，中央部の流体領域全体にわたって均一
な分布を示している．さらに，図 7-cの温度分布におい
ても，対応する領域で流体と固体の間で熱交換が促進
され，流体温度の上昇が確認できる．また，最適解の方
が多くの固体領域を持つにもかかわらず F2が同程度の
値となっていることからも，圧力損失を抑えつつ効率
的な熱交換を促すようにフィン形状が配置され，約 1.3
倍の熱交換量 F1を達成しているといえる．このような
フィン状の形態は，初期解に含まれる全ての流路を確
認しても存在せず，最適化過程においてWasserstein交
叉によって新たに生成された特徴であり，ヒートシン
クの性能向上に大きく寄与していると考えられる．
また，図 8における流路を比較すると，固体領域の

多さや配置に大きな差はないものの，それらの形状や
大きさが異なることが確認できる．図 8-aの流速分布を
比較すると，初期解は流れが中央部分に集中し，上端
および下端部ではほとんど流速が 0となっている．一
方，最適解では流れが全体的に分散し，比較的均一な
流速分布となっている．その結果，図 8-cの温度分布か
らも確認できるように，熱源として設定した固体領域
との間での熱交換が促進され，熱交換量 F1の値は初期
解と比べて約 1.2倍に向上している．初期解において流
れが集中するのは，流れモデルの違いによる影響であ
り，乱流モデルによる性能解析に基づき解更新を行う
提案手法の有効性が示された．最適解の中央部分にお
いて境界面が波打ち，滑らかでない領域が確認できる
が，これはWasserstein交叉におけるエントロピー正則
化によるグレースケールの影響と考えられる．この点
については，数値安定性や計算コストとのトレードオ
フ関係を考慮しつつ，パラメータ調整を行うことで改
善できる可能性がある．

5. 結言
本研究では，Wasserstein距離に基づく図形モーフィ
ング手法に着目し，材料分布のためのWasserstein交叉
として組み込むことで，進化的アルゴリズムによるト
ポロジー最適化枠組みを提案した．多峰性の顕著な問題

として知られる 2つの最適化問題に対して提案手法を
適用したところ，従来手法による初期解をWasserstein
交叉により繰り返し更新することで，従来設計を優越
するパレートフロントが最適解として得られ，構造力
学と熱流体という異なる物理場におけるトポロジー最
適化に対する提案手法の有用性が示された．
今後の展望として，矩形以外の設計領域を持つ問題
への適用が挙げられる．2章で述べた Sinkhornアルゴ
リズムにはカーネルによる畳み込み演算が含まれてい
るため，現在のところは矩形領域に限定したモーフィン
グ手法の適用に留まっている．例えば，式 (1)における
輸送計画に設計領域の形状に応じた制約条件を設ける，
あるいは設計領域を矩形に変換したうえでモーフィン
グを行うことにより，矩形以外の設計領域を持つトポ
ロジー最適化問題，例えば L字梁の最大応力最小化問
題などへの展開が期待される．また，本研究では 2次
元のトポロジー最適化に取り組んだが，Wassestein距離
に基づくモーフィングは 3次元図形に対しても可能で
ある [5]．したがって，3次元トポロジー最適化問題へ
の展開も，本研究のさらなる有用性を示すための重要
な課題である．
謝辞: 本研究は JSPS科研費 23H03799，24KJ1640の
助成を受けたものです．
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