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粘弾性二相材料による粘性散逸抑制と剛性向上
を両立させるマルチマテリアルトポロジー最適化

Multi-material Topology Optimization to Achieve Both Viscous Dissipation Reduction
and Stiffness Improvement with Viscoelastic Biphasic Materials
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Rubber-based products that utilize viscoelastic materials frequently require both sufficient stiffness to sup-
port loads and control over vibration damping and energy dissipation. However, preserving stiffness while
minimizing viscous energy losses introduces a significant trade-off that is challenging to overcome with a
single material. This study proposes a topology optimization approach that employs two viscoelastic mate-
rials with distinct relaxation characteristics to simultaneously suppress viscous dissipation and maintain the
necessary stiffness. The performance of the optimized structures is evaluated, revealing that the proposed
method effectively addresses the trade-off between stiffness and energy dissipation.
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1. はじめに
ゴムやエラストマーに代表される粘弾性材料は，弾
性的な剛性と粘性的なエネルギー散逸特性をあわせ持
ち，衝撃吸収部材や振動制御要素として広く利用され
てきた．このような性質を応用し，現在では荷重を支
えるための剛性と，振動の減衰やエネルギー散逸の制
御を同時に満たす高度な設計が求められるようになっ
ている．しかし，単一の材料を用いるだけでは複数の
要求性能を同時に満足させることは容易ではない. この
ような中，近年では積層造形技術の進歩により，ゴム
やエラストマーでも複数種の材料を組み合わせたマル
チマテリアル 3Dプリントが実用化されつつある．これ
により高い設計自由度が得られ，異なる物性をもつ材
料を最適配置することで，それらを満足させることが
可能になると期待されている．
そこで，本研究ではマルチマテリアル積層造形を念
頭に置き，密度法に基づく粘弾性二相材料のトポロジー
最適化手法を構築することで，複数の要求性能を同時
に向上させることを目指す．特に，過渡応答や衝撃的
な荷重にも対応可能とするため，時間歴応答解析を採
用する．既往研究の多くは周波数応答解析を用いてお
り，例えば Jing et al. [1]は，弾性材料と粘弾性材料の
2種類からなるミクロ構造を対象に，周波数応答解析を
用いて剛性制約を含むエネルギー散逸性能を最大化す
るトポロジー最適化手法を提案している．一方，時刻
歴応答解析を採用した粘弾性トポロジー最適化の研究
はまだ少ないが，一つの例として，Ogawa and Yamada

[2]は異なる緩和時間をもつ 2種類の粘弾性材料を対象
にした材料内挿補間方法を提案し，クリープ変形最小
化を目的とするトポロジー最適化を行っている．しか
し，時刻歴応答解析を用いた粘弾性トポロジー最適化
の研究では，主に単一の要求性能を最大化する問題設
定が中心であり，複数の要求性能を同時に向上させよ
うとする研究はほとんどない．
本研究では，これらの背景を踏まえ，時間歴応答解
析を採用しながら，粘弾性材料における複数の性能を
同時に向上させるための密度法ベースのトポロジー最
適化手法を開発する．具体的には，荷重を支える剛性
の向上と，エネルギー伝達性能を低下させる要因とな
る粘性散逸エネルギーの抑制を同時に考慮する．粘弾
性材料の構成則としては，一般化線形マックスウェルモ
デルを採用し，本研究で扱う最適化問題に適した新た
な材料内挿補間法を提案する．また，感度解析の定式
化には discretized-then-differentiate approach [3]を用い
る．最後に，二次元問題の周期的強制変位を対象とし
た最適化計算例を示し，提案手法の有用性を検証する．

2. 粘弾性材料の動的有限要素解析
本研究では，粘弾性材料の構成則として，図-1に示
す一般化マックスウェルモデルを使用する．この材料
モデルは，弾性を受け持つバネと粘性を受け持つダッ
シュポッドを直列に組み合わせた要素を並列に接続す
ることで，複雑な粘弾性挙動を再現するモデルである．
図-1の左端の要素はバネのみで構成されており，純弾
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図–1: 一般化線形マックスウェルモデル

性成分と呼ぶ．純弾性成分のヤング率を E∞とする．ま
た，それ以外の直列要素はマックスウェル成分と呼ば
れ，その数をマックスウェル要素数 N，各マックスウェ
ル要素のヤング率を Ei ，緩和時間を τi で表す．ここ
で，上添字の iは，i番目のマックスウェル要素を表す．
このとき，各マックスウェル成分が受け持つ応力は次
式のように，畳み込み積分で表される．

h =
∫ t

0
D exp

(
− t − s
τ

)
∂ε

∂s
ds (1)

ただし，τは緩和時間，Dは弾性テンソルである．した
がって，全応力 σは，長期応力 σ∞ と各Maxwell応力
hi の和となる．

σ = σ∞ +
N∑

i=1

hi (2)

上の材料構成則を用いて，以下に示す運動方程式を解く．

Ma + Fint(u) = Fext (3)

ここで，M は全体質量マトリックス，aは節点加速度
ベクトル，Fint(u)は全体内力ベクトル，Fext は全体外
力ベクトルである．ここで，変形は微小変形を仮定し
ている．上式を Newmark-β法で時間離散化し，各時刻
ステップにおける解を得る．

3. 最適化問題の設定および感度解析
(1) 最適化問題の設定
本研究では，以下のように最適化問題を設定した．

min f =
Nt∑

t=1

Ediss
t

s.t. g1 =

∑Ne
e=1 s̄e

∫
Ωe

dΩe

Vdef
− 1 ≤ 0

g2 = 1 −
∑Nt

t=1 Estr
t∑Nt

t=1 Estr
def

≤ 0

0 ≤ se ≤ 1 e = 1, 2, . . . ,Ne, t = 1, 2, . . . ,NT

(4)

ここで，eは各有限要素，Ne は要素の総数，se は e番
目の要素の設計変数値，tは各時刻ステップ， NT は総
時刻ステップ数をそれぞれ表す．Ediss

t は時刻 t で生じ

る構造全体の粘性散逸エネルギー，Estr
t は時刻 tのとき

の構造全体のひずみエネルギーであり，それぞれ以下
の式で表される．

Ediss
t =

 Ne∑
e=1

∫
Ωe

N∑
i=1

hi · (Diτi)−1hi dΩe

∆t (5)

Estr
t =

Ne∑
e=1

∫
Ωe

12ε · D∞ε +
1
2

N∑
i=1

hi · (Di)−1hidΩe

 (6)

ただし，煩雑さを避けるため各変数に付すべき時刻 tを
省いて表記している．つまり，目的関数 f は，構造全
体の粘性散逸エネルギーの最小化であり，エネルギー
損失をなくし，効率的にエネルギーを伝達させる構造
を導くという意味を持つ．また，制約条件式 g1は体積
制約式，g2 は剛性制約式をそれぞれ表している．
ここで，剛性制約式の意味合いを説明する．この剛
性制約式は，構造全体のひずみエネルギー時間和を制
約値として使用する．基本的な線形弾性体を仮定した
静的な解析におけるトポロジー最適化では，剛性を外
力仕事で評価する．

Eext = Estr (7)

このとき，上式のように外力仕事 Eext とひずみエネル
ギー Estr の総量は同じである．一方，本研究において
は，運動エネルギー Ekineと粘性散逸エネルギー Edissが
生じるため，エネルギーのつり合い式は以下となる．∫ t

0
Ėext = Ekine + Estr +

∫ t

0
Ėdiss (8)

しかしここでは，基本的な場合と同様に考えひずみエ
ネルギーを荷重を支える成分として評価する．荷重制
御法で解析する場合では，構造全体のひずみエネルギー
が小さいほど剛性が大きく，変位制御法で解析する場
合では構造全体のひずみエネルギーが大きいほど剛性
が大きくなる (図-2参照)．のちに示す最適化計算例は
変位制御法で解析が行われているため，構造全体のひ
ずみエネルギーが大きいほど剛性が大きい点に注意が
必要である．また，この制約条件式では，ひずみエネル
ギーの時間和を用いて，構造の時間平均的な剛性を評
価する (図-3参照)．ただし，ひずみエネルギーの時間
和とは，図-3に示すひずみエネルギー歴の面積に相当
する概念である．時間平均的な剛性を評価するのは，最
大値などを示す特定の場合で評価しようとすると，最
適化ステップごとに参照すべきエネルギーが変動し，感
度の定式化が困難になるためである．

(2) 材料内挿補間法
本研究では，密度法を基本とした粘弾性二相材料の内
挿補間法を提案する．まず，本研究で扱う粘弾性材料に
おいて，二つの材料間で質量密度 mおよびポアソン比
νは共通であると仮定する．このとき，内挿にあたって
考慮すべきパラメータは，各バネのヤング率（E∞, Ei）
と緩和時間（τ）である．ここで，材料間で同じ緩和時
間 τをもつマックスウェル要素同士のヤング率を内挿
することで中間密度を表現する．これにより，ヤング
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図–2: 変位制御下での剛性

図–3: ひずみエネルギーの時間和

率のみを内挿すれば良いため，のちに示す随伴変数法
に基づく感度解析の定式化が簡素になる．
粘性を受け持つダッシュポッドを含まない純弾性要
素 E∞については，従来の手法に倣って SIMP法 [4]で
内挿する．ただし，純弾性要素のヤング率の大小関係
を考慮した場合分けをする必要がある．
緩和時間ごとに内挿するマックスウェル要素の補間
については，SIMP法に対して，上に凸の関数を考える
（図-4参照）．これは，SIMP法のペナルティを与えて設
計変数の二値化を促す性質を本問題に適用させるため
である．剛性最大化問題のトポロジー最適化において
は，通常 SIMP法のように下に凸な内挿補間の方が二値
化が促進されるが，それをそのまま本問題に適用する
と収束性が悪くなり，グレースケールが残る．これは，
目的関数がヤング率の小さな材料が有利となる問題設
定であるために下に凸では収束しづらいこと，またの
ちに示す最適化計算例で扱う材料物性の設定がマック
スウェル要素ごとにヤング率の大小が入れ替わる収束
しづらい問題設定であることに由来する．一方で，こ
の材料補間法では，複合材料の弾性理論から論じられ
る Hashin-Shtrikman境界 [5] を満たさないことに注意
が必要である．この点について，正確な検証のために
粘弾性材料の理論的境界を含めて検討する必要がある
が，それは今後の課題である．また，中間密度に物理的

図–4: 材料内挿補間法ごとの中間密度のヤング率の違い

意味合いはない場合であれ収束した構造が有用であれ
ば，工学的に意義のある手法であると言える．以下に
内挿補間法の数式を示す．ただし，se は設計変数，下
添字の 1, 2は材料識別番号，ηはペナルティーパラメー
タである．ηは 3を用いる．

E∞(se) =

E∞1 + sηe(E∞2 − E∞1 ), E∞2 > E∞1

E∞2 + (1 − se)η(E∞2 − E∞1 ), else
(9)

Ei(se) =

Ei
2 − (1 − se)η(Ei

2 − Ei
1), Ei

2 > Ei
1

Ei
1 + sηe(Ei

2 − Ei
1), else

(10)

(3) 感度解析手法
感度解析は勾配基本法に基づき,随伴変数法を用いて
行う．紙面の都合上詳細は割愛するが，discretize-then-
differentiate approach[3] を用いて定式化を行う．まず，
随伴ベクトル λ,µ, nを導入し，新たに目的関数 f̃ を定
義する．次に， f̃ を全時間ステップで偏微分し，陰的微
分項である ∂u/∂s, ∂a/∂sを消去できる随伴ベクトルを
求める随伴問題を解く．最終的に次式のような λおよ
び ∂ f int/∂sk で表される感度が導出される．

d f̃
dse
=
∂ f
∂se
+

n∑
k=0

λk ·
∂ f int

k

∂se
(11)

ここで，nは時間ステップの総数，kは各時間ステップ
を示す．∂ f /∂se については目的関数である粘性散逸エ
ネルギー f および制約条件であるひずみエネルギーの
時間和 g2 それぞれについての導出結果を以下に示す．
∂ f
∂se
=

n∑
k=0

∫
Ωe

N∑
i=1

2Ẇ i
k

Ei

∂Ei

∂se
+ hi

k ·
∂
(
τi Di
)

∂se
hi

k

 dΩe

wk

(12)

∂g2

∂se
= −

1
2 (E∞)−1 ∂E∞

∂s̄e
ε · D∞ε + 1

2
∑N

i=1 (Ei)−1 ∂Ei

∂s̄e
hi · (Di)−1hi∑Nt

t=1 Estr
def

(13)
ここで，各時刻ステップで生じる構造全体の粘性散逸
エネルギーを Ẇ i

k とする.また，ここで定式化した感度
解析手法の精度検証は紙面の都合上割愛するが，十分
な精度を有することを確認している．

A-03-03 第30回計算工学講演会

© 一般社団法人日本計算工学会 - A-03-03 -



図–5: 設計領域および境界条件

図–6: 周期的強制変位の与え方

4. 数値計算例
(1) 解析条件
図-5および図-6に示す境界条件および設計領域を設
定した場合の最適化計算の一例を紹介する．正方形領
域の左端を固定し，右端に対してせん断方向に周期的
強制変位を与える．周期的強制変位は，振幅が 0.1mm
の 10Hz振動を 5周期分，100ステップで等間隔に時間
離散化して与えた．2次元平面ひずみを仮定し，4節点
四辺形要素を用いて設計領域を 128× 128でメッシュ
分割した．使用する二つの材料はポアソン比 0.49，質
量密度 1.0g/cm3で共通であり，ヤング率および緩和時
間は表-1に示すような仮想材料である．この材料物性
値では，材料 1が 10Hz下では剛性向上に寄与し，材料
2が 10Hz下では散逸抑制に寄与する．純弾性要素は共
通の値を設定して，マックスウェル要素における異な
る緩和時間が及ぼす影響を観察する．最適化において
は，体積制約を材料 2が 50パーセント以下，感度フィ
ルターの半径を 0.175mmと設定した．設計変数の更新
には，Method of Moving Asymptotes (MMA) [6]を使用
した．

(2) 剛性制約無しの場合の最適化計算例
剛性制約無しの場合の計算例を示す．図-7に最適化
構造，図-8に目的関数および制約条件の推移を示す．こ

表–1: 材料のヤング率と緩和時間

ヤング率 [Pa] 緩和時間 [s]
材料 1 材料 2

純弾性要素 (E∞) 1.0 × 106 1.0 × 106 –

マックスウェル要素 (Ei)
1.0 × 105 1.0 × 109 1.0 × 10−4

1.0 × 109 1.0 × 105 1.0 × 10−1

図–7: 剛性制約無し：
最適化構造

図–8: 剛性制約無し：目的関数
値と制約条件値の推移

図–9: 剛性制約無し：材料
ごとの粘性散逸エネルギー

図–10: 剛性制約無し：材料
ごとのひずみエネルギー

こで，青色が材料 1，黄色が材料 2である．図-8より目
的関数は単調に減少しており，問題なく最適化が行わ
れていることがわかる．最適化構造をみると，せん断の
荷重を散逸抑制に有効な材料 2が主に受け持てるよう
に斜めに繋がっている．これによって変形図は，材料 2
が主に変形し，材料 1は剛体移動する様子がみられた．
また，材料ごとのひずみエネルギーおよび散逸エネル
ギーに着目すると（図-9，図-10参照）どちらも全時刻
ステップにわたり材料 2が支配的になっていることが
わかる．散逸エネルギーが大きく生じる材料 1で散逸
を生じさせない合理的な構造になっている一方で，材
料 1が荷重を受け持てておらず，剛性を確保できてい
ないことがわかる．

(3) 剛性制約有りの場合の最適化計算例
次に，剛性制約有りの場合の数値計算例を示す．ここ
で，剛性制約は平均ひずみエネルギーを 60000nJを下
限値として設定した．これは，平均ひずみエネルギー
で比較すると，剛性制約無しの場合の約 40倍である．
図-11に最適化構造，図-12に目的関数および制約条件
の推移を示す．ここでも同様に青色が材料 1，黄色が材
料 2である．図-12より目的関数は単調に減少しており，
問題なく最適化が行われていることがわかるが，制約
条件については 0を上回っている．これは，目的関数
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図–11: 剛性制約有り：
最適化構造

図–12: 剛性制約有り：目的関数
値と制約条件値の推移

図–13: 剛性制約有り：材料
ごとの粘性散逸エネルギー

図–14: 剛性制約有り：材料
ごとのひずみエネルギー

の感度と制約条件のスケールの違いによる影響を受け
た結果であり，最適化時にパラメータを調整すること
で改善すると考えられる．最適化構造をみると，剛性
制約無しの場合と比べると材料 2の左端から右端まで
の接続がとぎれて，逆に材料 1が左端から右端までつ
ながる構造に変化したことがわかる．この構造の変形
図をみると，材料 1は細く繋がっている部分でヒンジ
のように変形していることが確認できた．また，図-13，
図-14に示した材料ごとのひずみエネルギーおよび散逸
エネルギーに着目するとどちらも剛性制約なしの場合
に比べて材料 1の寄与率が増大していることがわかる．
ひずみエネルギーについては材料間で位相の違いはみ
られず，剛性制約の満足のために，材料 1が必要な分だ
け負担していると考えられる．粘性散逸エネルギーに
ついては，二つの材料で位相の違いがみられ，散逸に
支配的な材料が入れ替わっていることがわかる．図-15，
図-16は散逸に支配的な材料が入れ替わっているときの
構造内の散逸エネルギー分布図を可視化したものであ
るが，変形に応じて散逸に寄与する箇所，あるいは材
料が変化している様子がわかる．ただし，変形スケー
ルは 20倍して可視化している．剛性制約有りの場合に
おいても，基本的には散逸エネルギーは材料 2が受け
持っており，ひずみエネルギーのみの材料 1の寄与率を
高めることができている．位相の違いを活用して，ひ
ずみエネルギーについては材料 1の寄与率を高めつつ
も，粘性散逸エネルギーは極力材料 2の寄与率を高め
ないことで，剛性向上と散逸抑制を同時に達成する合
理的な構造になっているものと考えられる．これより，
本手法の有用性が確認された．

図–15:剛性制約有り：90ス
テップ目で生じた粘性散逸
エネルギーの分布図

図–16:剛性制約有り：95ス
テップ目で生じた粘性散逸
エネルギーの分布図

5. 結論
本研究では，時刻歴応答解析における密度法ベース
の粘弾性トポロジー最適化の構築のために，材料内挿
補間法の提案およびそれに基づく感度解析手法の定式
化を行なった．粘性散逸抑制と剛性向上の両立を目指
し，粘性散逸エネルギー最小化を目的関数として，ひ
ずみエネルギー時間和を剛性制約条件として設定した．
剛性制約有りの最適化計算例では，二つの材料間の粘
性散逸の位相の違いを利用して，粘性散逸においては
散逸抑制に有利な材料が支配的に，剛性においては剛
性向上に有利な材料が支配的になるような合理的な構
造が得られ，本手法の有用性を確認できた．
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