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In this study, we consider a method for computing a small number of sparse basis functions that approxi-
mately represent given functions defined on a boundary. We show that sparse principal component analysis
(SPCA) can be extended to the generation of basis functions by including the Gram matrix of the original
basis functions. We also propose a formulation of SPCA, which is more natural from the aspect of math-
ematics. The basis functions generated by this method are used for solving problems of the Helmholtz
equation in 3D. We verify the validity of the method by numerical calculations for some toy problems.
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1. はじめに
境界要素法に現れる線形方程式の係数行列は密行列
であり，大規模問題への適用に際して何らかの高速化法
を用いる必要がある．高速化の手法の一つとして, char-
acteristic basis function method (CBFM)と呼ばれる解き
たい問題に特化した少数の基底関数を生成し，係数行
列のサイズを圧縮する方法が知られている [1,2]. この
方法では，一般に得られる基底関数の台が境界上に広
く分布する. 境界要素法を考える上で基底関数が境界上
に広く台を有している場合，係数行列の各要素を計算
する際に膨大な計算量が必要となるため, CBFMの様に
数値的に基底関数を構成する際にはその台が小さく局
所的であることが望ましい.

一方境界要素法に限らず，与えられた複数のデータ
や関数をよく表す少数の基底関数を数値的に導出する
方法は, proper orthogonal decomposition[3] や principal
component analysis (PCA)[4,5]と呼ばれ様々な分野で研
究されている. 特に sparse principal component analysis
(SPCA)[6]は, PCAで扱う目的関数にパラメータの L1

ノルムを正則化項として加えることで推定パラメータ
にスパース性を課す方法であるが,対象がベクトルに限
定されているという問題がある．
そこで本研究では，領域境界で定義される複数の関
数に対してそれらをよく表すスパースかつ少数の基底
関数を数値的に導出する方法について考察する．SPCA
において基底関数の Gram行列を含む形の定式化を行
うことで, SPCAを基底関数の生成に拡張できることを
示す. また従来的な SPCAでは、目的関数のパラメータ
にスパース性を要求する際に導入する追加のパラメー
タに対し妥当な説明が与えられていなかったが,本研究

では追加のパラメータと元のパラメータを双対基底と
見なすことで自然に解釈が与えられることを示し，こ
の解釈に従った定式化を提案する．またこの手法によ
り得られた基底関数の, 3次元 Helmholtz方程式を支配
方程式とする transmission問題への適用を定式化し,さ
らに小規模な問題に対して数値計算を行い，定式化の
妥当性を検証する.

2. スパースな基底関数の生成
本節では,与えられた領域の境界上で定義される新し
い基底関数の生成方法を提案する. まず, L1正則化項を
用いたスパース推定法として知られている SPCAにつ
いて説明する. 次に境界上で与えられた関数を少ない次
元数で効率よく表現できるような新しい基底関数の生
成を定式化し,最小化問題に帰着させる. そしてこの最
小化問題の目的関数に L1 正則化項を加え, SPCAの拡
張として基底関数を求めるアルゴリズムを構築する.

(1) SPCA

最小化問題の推定パラメータにスパース性を課す手
段として,目的関数に推定する行列の L1 ノルムを加え
る方法が知られている [7]. 次の最小化問題を考える.

min
A
∥UH − UH AAH∥2F (1)

subject to AH A = I

ここに, U ∈ CN×s, A ∈ CN×m である. 式 (1)の最小化問
題は行列 Uの各列ベクトルを最もよくあらわす m本の
正規直交基底を求める問題とみなせる. 実際式 (1)は次

F-09-04 第29回計算工学講演会

© 一般社団法人日本計算工学会 - F-09-04 -



のように書き換えられる.

∥UH − UH AAH∥2F =
∑

i

∥ui −
∑

j

⟨ui, a j⟩a j∥22

問題 (1)の Aにスパース性を課す手法として, SPCAが
ある [6]. Aに直交制約を課し,かつ L1 正則化項を加え
た際,効率的なアルゴリズムを構築することは容易では
ない. そこで SPCAでは, 新しいパラメータ B ∈ CN×m

を用意し以下の最小化問題を考える.

min
A,B
∥UH − UH BAH∥2F +

m∑
k=1

λk∥bk∥1 (2)

subject to AH A = I

ただし B = (b1, b2, ..., bm)であり, λk は正のパラメータ
である. Aには直交制約 AH A = Iが, Bにはスパース性
の制約 ∑m

k λk∥bk∥1 が課されている. SPCAは A, Bの一
方を固定し他方を最適化する更新を繰り返し,最終的に
Bの各列ベクトルを正規化して出力することで,得られ
たベクトルがスパースかつ互いに直交に近い基底とな
る手法である.

(2) 基底関数の生成の最小化問題への帰着
なめらかな境界 Γを有する有界領域 Ω ∈ R3 を考え
る. ψi(x), (i = 1, 2, ...,N)を境界 Γ上で定義される N 個
の区分線形基底とする. Γ上で定義される与えられた s
個の関数を u j(x), ( j = 1, ..., s)とし,以下の最小化問題の
解として m個の新しい基底関数 ϕi(x), (i = 1, ...,m)を生
成することを考える.

min
s∑

j=1

∥u j(x) −
m∑

k=1

⟨u j, ϕk⟩ϕk(x)∥2 (3)

subject to ⟨ϕi, ϕ j⟩ = δi j

ここに, ⟨u, v⟩ =
∫
Γ

ū(x) · u(x)dsとする. 行列 G ∈ RN×N

を区分線形基底のグラム行列 (G)i j = gi j = ⟨ψi, ψ j⟩, U ∈
CN×s, A ∈ CN×mをそれぞれ ui(x), ψi(x)の区分線形基底
に対する係数行列とする. すなわち

u j(x) =
N∑

i=1

(U)i jψi(x), ( j = 1, ..., s)

ϕ j(x) =
N∑

i=1

(A)i jψi(x), ( j = 1, ...,m)

である. これらを用いて, 最小化問題 (3)は次式に帰着
される. ただし上つき文字 Hはエルミート転置を指す.

min
A

tr
(
UHGU − UHGAAHGU

)
(4)

subject to AHGA = I

(3) L1 正則化項によるスパース性
新しく生成する基底関数 ϕi(x)について, ϕi(x)を構成
する区分線形基底の数を少なくする,すなわち行列 Aに
スパース性を課すことを試みる. 本節ではまず SPCAの
拡張として (4)の推定パラメータ Aにスパース性を課
す定式化を行う. 次にこの定式化から発展して,本稿で
の提案手法を定式化する.

a) SPCAの拡張
SPCA では二組の基底 A :=

(
ϕA

1 , ϕ
A
2 , ..., ϕ

A
m

)
, B :=(

ϕB
1 , ϕ

B
2 , ..., ϕ

B
m

)
を考え, 与えられた関数 U :=

(u1, u2, ..., us) を B との内積 ⟨ui, ϕ
B
j ⟩ を係数として

基底 Aで展開する近似を行い, その誤差を最小化する
最適化を行っていると解釈できる. その際 Aを正規直
交基底とし, Bをスパースかつ Aに近い基底となるよ
う構成している. SPCAの拡張として, U, A, Bを区分線
形基底の係数行列とすることを考える.
新しく構成する基底関数 ϕA

i (x), ϕB
i (x)について, ϕB

i (x)
には区分線形基底の係数行列としてスパース性を課し,
ϕA

i (x)は正規直交基底とする. つまり ⟨ϕA
i , ϕ

A
j ⟩ = δi jであ

る. u j(x)を一組の直交基底のかわりに ϕA
i (x), ϕB

i (x)で展
開することを考えると,問題 (3)に対応して次の最小化
問題を得る.

min
s∑

j=1

∥u j(x) −
m∑

k=1

⟨u j, ϕ
B
k ⟩ϕA

k (x)∥2 (5)

subject to ⟨ϕA
i , ϕ

A
j ⟩ = δi j

A, B ∈ CN×mをそれぞれ, ϕA
i (x), ϕB

i (x)の区分線形基底に
対する係数行列

ϕA
j (x) =

N∑
i=1

(A)i jψi(x), ( j = 1, ...,m) (6)

ϕB
j (x) =

N∑
i=1

(B)i jψi(x), ( j = 1, ...,m) (7)

とする. これらを用いて (5)の目的関数は次のように書
き下すことができる.

s∑
j=1

∥u j(x) −
m∑

k=1

⟨u j, ϕ
B
k ⟩ϕA

k (x)∥2

= ∥ÛH − ÛH LH BÂH∥2F

ここで, Lは Gをコレスキー分解した G = LLH なる下
三角行列であり, Â = LH A, ÛH = LHUである. さらに
Bに対して L1 正則化項∑

λk∥bk∥1 を加え次式を得る.

min
A,B
∥ÛH − ÛH LH BÂH∥2F +

m∑
k=1

λk∥bk∥1 (8)

subject to ÂH Â = I

SPCAと同様にして, Â, Bを交互に最適化する更新を繰
り返し最終的に Bの各列ベクトルを正規化して出力す
ることで, ϕB

i (x)が区分線形基底に対する係数がスパー
スな,正規直交基底に近い基底として構成されることが
期待される.
b) 提案手法
問題 (5)は uiを ϕB

i (x)への射影を係数として ϕA
i (x)で

展開する近似を行い,その誤差を最小化していると解釈
できるが,このような展開を考える際 ϕA

i (x), ϕB
i (x)は双

対な基底, すなわち ⟨ϕA
i , ϕ

B
j ⟩ = δi j とすることが自然で

ある. また新しく構成する基底は一次独立であれば十分
で,正規直交基底である必要はない. さらに,最終的に採
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用する基底関数は ϕB
i (x)であるから, ui を ϕA

i への射影
を係数として ϕB

i (x)で展開した近似の誤差を最小化す
ることが自然である. 以上を踏まえ, u j(x)を一組の直交
基底のかわりに双対な基底で展開することを考えると,
問題 (3)に対応して次の最小化問題を得る.

min
s∑

j=1

∥u j(x) −
m∑

k=1

⟨u j, ϕ
A
k ⟩ϕB

k (x)∥2

subject to ⟨ϕB
i , ϕ

A
j ⟩ = δi j (9)

式 (6),(7)を用いて式 (9)の目的関数を書き下し,さらに
Bに対して L1 正則化項∑

λk∥bk∥1 を加え次式を得る.

min
A,B

tr
(
UHGU − UHGBAHGU − UHGABHGU

+UHGABHGBAHGU
)
+

∑
λk∥bk∥1

subject to BHGA = I, ∥bi∥2 = 1 (i = 1, ...,m) (10)

ただし B = (b1, b2, ..., bm)であり, λk は正のパラメータ
である.

(4) アルゴリズム
(10)の最小化問題を解くためのアルゴリズムを示す.
本稿では, SPCAと同様に A, Bの一方を固定した元で
他方を更新することを交互に繰り返し A, Bを決定する.
以下では, まず A, Bの初期値について述べ, 次に Aを
固定した元での Bの最適化, Bを固定した元での Aの
更新について述べる. 最後に提案手法のアルゴリズムの
全体をまとめる.

a) 初期値
A, Bの初期値として,正則化項∑

λk∥bk∥1を課さない
問題 (4)の最適解 Ãを考える. Ãは次のように求まる.
Gが区分線形基底のグラム行列であるから, ui(x)のグラ
ム行列 UHGU はエルミート行列であり, 次のように特
異値分解できる. UHGUの大きい順に m個の特異値に
対応する m本の特異ベクトルからなる行列 VL ∈ Cs×m

を得る.

UHGU = VΣVH =
(

VL VS

) ( ΣL

ΣS

) (
VH

L
VH

S

)
ΣLは大きい順に並べたm個の特異値を対角項にもつm
次の対角行列, ΣS は残りの特異値を対角項にもつ対角
行列である. この VL を用いて,

Ã = UVLΣ
− 1

2
L

とすれば (4) の最適解が得られる. ただし, Σ−
1
2

L は
Σ
− 1

2
L Σ

− 1
2

L = Σ−1
L なる各要素が正の実対角行列である.

Ã の各列ベクトル ãi について di := ∥ãi∥2, D :=
diag (d1, d2, ..., dm)とし, A, Bの初期値を次のようにする.

A := ÃD (11)

B := ÃD−1 (12)

b) Bの推定
Aを固定した元で,式 (10)を Bに関して最小化する

ことを考える. Bの各要素に対する (10)の劣微分を求
め, bi j について以下の推定方程式を得る.

∂

∂b̄i j

(
tr

(
−UHGABHGU

)
+ tr

(
UHGABHGBAHGU

))
+ λ jd

= −
(
GUUHGA

)
i j
+

(
GBAHGUUHGA

)
i j
+ λ jd

= −(E)i j + (GBC)i j + λ jd = 0 (13)

ただし, E = GUUHGA ∈ CN×m, C = AHGUUHGA ∈
Cm×mとする. また dは ∥b j∥1を b̄i jで評価した際の劣微
分であり,以下で定義される.

d =

 1
2

bi j

|bi j | bi j , 0
|ξ| < 1

2なる任意複素数ξ bi j = 0
(14)

式 (13)を解くにあたり, 本稿では座標降下法を採用す
る. つまり Bの N × m個のパラメータのうち, bi j 以外
のパラメータをすべて固定した元で式 (13)を満たす bi j

を求め更新する. この更新を Bの全ての要素について
行うことを Bが収束条件を満たすまで繰り返す.
いま, ある反復で更新を行う前の (GBC)i j の値を
˜(GBC)i j, bi j の値を b̃i j とすると式 (13)は
−ei j + (̃GBC)i j − giib̃i jc j j + giibi jc j j + λ jd = 0

bi j =
1

giic j j

(
ei j − (̃GBC)i j + giib̃i jc j j − λ jd

)
=

1
giic j j

(
r − λ jd

)
となる. ただし r = ei j − (̃GBC)i j + giib̃i jc j j である. これ
と式 (14)から, bi j を次のように更新する.

bi j =


0 |r| ≤ λ j

2(
|r|− λ j

2
giic j j

)
r
|r| |r| >

λ j

2
(15)

式 (15)によって全ての bi j を順に更新することを Bが
収束条件を満たすまで繰り返し,最後に Bの各列ベクト
ル bi を正規化して反復を終了する.
c) Aの更新

Bを固定した元で Aを求める. BHGA = Iから Bに
対して Aは次の操作で一意に定まる.

A = GB
(
BHGGB

)−1
(16)

d) 全体のアルゴリズム
本節で示したアルゴリズムをまとめたものが Algo-

rithm 1である. なお, Aを固定した元で Bを最適化する
際の収束判定は, Bの N ×m個の要素を 1回ずつ更新す
る前のものを B′とし,更新後の Bについて 1

m∥B− B′∥F
の値で評価する. またアルゴリズム全体の収束判定は, B
を最適化する反復が終了し,正規化を行ったものを B′′

とし, Aを更新した後もう一度最適化の反復を行い正規
化した Bについて 1

m ∥B − B′′∥F の値で評価する. Algo-
rithm 1において, Bの全ての要素を一回ずつ更新する
ことを 1反復とする反復を内側の反復, Bを最適化し A
を更新することを 1反復とする反復を外側の反復と呼
ぶこととする.
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Algorithm 1最小化問題 (10)
1: 式 (11),(12)に従い A, Bに初期値を入力する
2: while do
3: B′ := B
4: λk の値を更新する
5: while do
6: B′′ := B
7: 式 (15)に従って Bの全ての要素を順に 1回ず

つ更新する
8: if 1

m∥B − B′′∥F < ϵ2 then
9: break

10: end if
11: end while
12: Bの各列ベクトルを正規化する
13: if 1

m ∥B − B′′∥F < ϵ1 then
14: break
15: end if
16: 式 (16)に従って Aを更新する
17: end while
18: Bを出力する

e) 正則化パラメータ λi についての注意
素朴な SPCAの実装では正則化パラメータ λiは定数
とされているが, bi jの更新式 (15)からわかるように,本
手法では十分大きな λ jに対して b j = 0となる場合があ
る. b j = 0となると Aの更新式 (16)の

(
BHGGB

)−1 が
存在せずアルゴリズムが破綻する. よって本手法では,
Aを固定し Bを最適化する反復の開始時に適当な方法
で λi を更新することとする. 具体的は更新方法は 5.節
で検討する.

3. 対象とする問題と定式化
本節では,本稿で扱う 3次元 Helmholtz方程式を支配
方程式とする transmission問題を定義し,この問題に対
する境界積分方程式の定式化,離散化を行う.

3次元の無限領域の中に滑らかな境界 Γを持つ有界
領域 Ω2 を考え,その外部を Ω1 = R3 \ Ω2 とする. この
時,それぞれの領域において Helmholtz方程式

(∆ + k2
i )u(x) = 0, x ∈ Ωi, i = 1, 2

を満たす u(x)を,境界 Γ上での境界条件

u1(x) = u2(x), x ∈ Γ
q1(x) = q2(x), x ∈ Γ

および, Ω1での散乱波 usca = u − uincの放射条件のもと
で求める. ただし, ui(x)は Ωi 上の u(x)の Γへの極限で
あり,

qi(x) =
1
εi

∂ui(x)
∂n

である. また εi は領域 Ωi で定義される定数である. n
は Γから Ω1 に向いた単位法線ベクトルとする. uinc は
入射波である.

この問題に対する PMCHWT定式化による境界積分
方程式を区分線形基底を用いたガラーキン法により離
散化し,次の線形方程式を得る. ただし,境界 Γを要素数
Nの三角形メッシュで近似し,その上で定義される区分
線形基底を ψm(x) (m = 1, 2, ...,N)とする.

Ax = f (17)

A, x, f は以下の通りである.

A =
∑
i=1,2

(
Di −εiSi

1
εi

Ni −D∗i

)
∈ C2N×2N

x = (α1, α2, ..., αN , β1, β2, ..., βN)T ∈ C2N

f =
(
−uinc

−qinc

)
∈ C2N

上付き文字 T は転置を表す. Si, Diなどはそれぞれ積分
作用素を離散化したものであり,次の通りである.

(Si)mn =
∫
ψm
ψm(x)

∫
ψn
ψn(y)Gi(x, y)dS ydS x

(Di)mn =
∫
ψm
ψm(x)

∫
ψn
ψn(y) ∂Gi(x,y)

∂ny
dS ydS x(

D∗i
)
mn =

∫
ψm
ψm(x)

∫
ψn
ψn(y) ∂Gi(x,y)

∂nx
dS ydS x

(Ni)mn =
∫
ψm
ψm(x)

∫
ψn
ψn(y) ∂

2Gi(x,y)
∂ny∂nx

dS ydS x

∂
∂nx

, ∂
∂ny
はそれぞれ Γ上の x, yにおける法線微分を表

す. さらに, Gi(x, y)は 3次元 Helmholtz方程式の基本解
であり,次のように表される.

Gi(x, y) =
exp(iki|x − y|)

4π|x − y|

ここで iは虚数単位である.
αm, βm ∈ C (m = 1, 2, ...,N)は u(x), q(x)を以下のよ
うに近似した際の未知係数である.

u(x) ≈
N∑

m=1

αmψm(x), q(x) ≈
N∑

m=1

βmψm(x)

また, uinc, qinc は以下の通りである.(
uinc

)
m
=

∫
ψm

uinc(x)ψm(x)dS x(
qinc

)
m
=

∫
ψm

1
ε1

∂uinc(x)
∂n

ψm(x)dS x

4. 新しい基底関数の生成と適用
本節では, 3.節で得た線形方程式 (17)を解くにあた
り, 2.節で定式化した方法を用いて新しいスパースな基
底関数を生成することを考える.

(1) 基底関数の生成
新しく生成する基底関数 ϕB

i に対する区分線形基底の
係数行列 Bを構成するために事前に与えられる Γ上で
定義された関数 uiとして,本稿では単位球面上に適当な
間隔でサンプリングした s本の平面波を入射波とする
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問題に対する式 (17)の解を使用する. s本の入射波に対
し同時に解を求める場合,式 (17)は次のように書ける.

AX = F, X, F ∈ C2N×s (18)

Fは s本の入射波それぞれに対応する,式 (17)の右辺 f
が並んだ行列である. また U,Qを次のように定める.

X =
(

U
Q

)
, U,Q ∈ CN×s

U,Qは, s本の入射波に対する線形方程式 (17)を解くこ
とで得られる s個の解の,区分線形基底に対する係数行
列である.

U,Qそれぞれに対して, 2.節で提案した方法を適用す
ることで新しいスパースな基底関数 ϕu

i (x), ϕq
i (x)の区分

線形基底に対する係数行列 Bu, Bq を得る.

(2) 新しい基底関数を適用した線形方程式
Bq, Bu を用いて式 (17) の基底を変換する. まず,

Buq, Bqu を次のように定義する.

Buq :=
(

Bu

Bq

)
∈ C2N×2m

Bqu :=
(

Bq

Bu

)
∈ C2N×2m

次の式により, Buq, Bqu を用いて,線形方程式 (17)の基
底を区分線形基底から ψu

i (x), ψq
i (x)に変換する.

BquH ABuqx′ = BquH f (19)

BquH ABuq ∈ C2m×2m

x′, BquH f ∈ C2m

x′ は線形方程式 (17)の解を ϕu
i (x), ϕq

i (x)を基底とし
て表した時の係数の組であり,次の式で元の区分線形基
底 ψi(x)の係数の組 xを得る.

x = Buqx′ (20)

BquH ABuqは,行列 Aで積分作用素の離散化に用いて
いる基底を,区分線形基底 ψi(x)から ϕu

i (x), ϕq
i (x)に取り

替えたものであると理解できる.

5. 数値計算
本節では 4.節で提案した方法で新しい基底関数を構
成する. また基底関数を新しいものに取り替えた (19)を
解いた解と式 (17)を素朴に解いた解との誤差や新しく
構成した基底関数のスパース性を検証する.

(1) 問題設定
境界 Γを,原点を中心とする直径 1の球とする. k1 =

0.25π, k2 =
√
εrk1 とし, εr := ε2

ε1
= 3とする. この球に含

まれる区分線形基底の数 Nは N = 425とした. また,サ
ンプリングする入射波の間隔は, θ方向に Nθ = 4分割,
ϕ方向に Nϕ = 8分割し,平面波の伝播方向 (θ, ϕ)を次の
ようにする.

(θ, ϕ) =
(
π

Nθ
nθ,

2π
Nϕ

nϕ

)
(nθ = 1, ...,Nθ − 1, nϕ = 0, 1, ...,Nϕ − 1) (21)

これと, (θ, ϕ) = (0, 0)を合わせ, s = 25とした. また,新
しく生成する基底関数の数 mは m = 9とした. 線形方
程式の反復解法には GMRESを用い,許容誤差を 10−10

とした.
また,計算精度の検証にあたっては,基底を新しく生
成したものに取り替えて解いた数値解 x(式 (20))を a,
区分線形基底を用いた従来的な境界要素法の数値解 (式
(17)の解 x)を at として,以下の式で与えられる相対誤
差を用いた.

η =
∥a − at∥2
∥at∥2

全ての検証は,伝播方向が (θ, ϕ) =
(
π
10 ,

π
10

)
である平面波

を入射波とする問題で行った. 提案手法のアルゴリズム
の収束判定については, ϵ1 = 10−3, ϵ2 = 10−2 とした.

(2) λi の更新方法
本稿では, Aを更新する毎に µ j := 1

N
∑

i |ri j|を計算し,
ある定数 T > 0を与え正則化パラメータ λiを λi = T ×µi

と更新する. ここで ri j := ei j − (GBC)i j +giibi jc j jとする.
ただし Bの座標降下法実行時,始めの 10反復までは
毎回 λi を更新する. これは反復の開始直後は bi の変動
が大きく,反復を始める前に決定した λi が bi に対して
大きすぎて biが 0ベクトルになってしまうことがある
ためである. ここで 1反復は Bの全ての要素を 1回ず
つ更新することを指す.

(3) 妥当性の検証
本節では,定数 T と生成された基底のスパース性や誤
差 ηの関係を検証する. 図 1, 2は Qから生成した Bqに
ついて,横軸を T ,縦軸をそれぞれ Bqの N ×m個全ての
要素のうちの 0でない要素の割合,誤差 ηとしたグラフ
である. T の増加に伴って, Bq はよりスパースになり,
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図–2 T の値と誤差 η

誤差 ηは大きくなっていることが確認できる. また図 3
は横軸が Bqの列番号,縦軸が Bの各列ベクトルの非ゼ
ロ要素の数である. T の増加に伴って,各列の非ゼロ要
素の数が均等に減少していることがわかる. また図 4か
ら図 6は T = 1.5とした時の各 ϕ

q
i のうち ϕ

q
1, ϕ

q
2, ϕ

q
3を構

成する区分線形基底の頂点の位置を表したものである.
各 ϕ

q
i の台が小さくなっており,かつ各基底で台の位置

が分散していることがわかる.

(4) SPCAとの比較
本節では,提案手法により生成した新しい基底関数と,

SPCAの拡張により生成した基底関数を比較する. なお,
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拡張した SPCAの正則化パラメータ λiの更新は次の通
りに行う. SPCAのアルゴリズム内の bi の最小化問題

min
bi
∥y − Xbi∥22 + λi∥bi∥1

の座標降下法による b ji の更新式

b ji =

 0 |r| ≤ λi
2

1
xH

j x j

(
|r| − λi

2

)
r
|r| |r| >

λi
2

r = xH
j

y −
∑
k, j

bk xk


において, b ji ( j = 1, 2, ...,N)についての |r|の平均値 µ

に定数 T を乗じた µ × T =: λi で λi を定める. Âを更
新する毎に全ての λiをこの方法で更新するものとする.
ただし, y := ÛH âi, X := ÛH LH である.
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図–8 非ゼロ要素の割合と
従来法との解の誤差 η

図 7は横軸を Bq の非ゼロ要素の割合,縦軸を目的関
数から L1 正則化項を引いた値とした図である. 提案手
法はスパース性が上がるに従って目的関数の値が増大
しているのに対し, SPCAではほとんど増加していない.
これは SPCAではベクトル biを座標降下法により最適
化しているのに対し,提案手法では行列 Bを座標降下法
で最適化していることに起因していると考察する. 一方

で図 8から,同程度のスパース性であれば提案手法で得
た基底は拡張した SPCAのものよりも誤差 ηが少ない
結果となっている. これは拡張した SPCAの定式化にお
いて, Bが与えられた関数をよくあらわすように生成さ
れるということに明確な妥当性がないことに由来して
いると考える.

6. 結論
本稿ではスパース推定の従来法を踏まえ, L1 正則化
項を用いて,与えられた関数を効率よく表現できる少数
かつスパースな基底関数の生成手法を提案し,この手法
を 3次元 Helmholtz方程式を支配方程式とする境界要
素法の高速化に適用した. また小規模な数値計算によっ
て,正則化パラメータを適切に与えることにより生成す
る基底のスパース性を操作できること,実際に生成した
基底の台の分布を確かめた. さらにこの基底をもとの基
底と取り替えた線形方程式を解き,素朴に解いた解との
誤差を比較することで生成した基底の精度を検証した.
提案手法内での行列 Bの最適化に座標降下法を用い
たが,よりよい最適化手法を検討する必要があると考え
る. また本稿では数値実験において境界 Γを球面として
与えたが,対称性の低い,あるいは複雑な形状の境界に
対して本手法の適用することは今後の課題である. さら
に,新しい基底関数を生成するためのデータとして平面
波を入射波とした問題の解を複数与えたが,全く異なる
種類のデータを与えることでどのような基底関数が生
成されるのか,その有用性を検討することも今後の課題
であると考えている.
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