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量子コンピューティングによる境界要素法の検討

A Study on Boundary Element Method Using Quantum Computing
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In recent years, the global race to develop quantum computers has intensified. However, the development
of computational mechanics methods using quantum computers has hardly progressed. In this study, the
boundary element method (BEM) using quantum computing is investigated for 2-D Laplace equation. The
resulting matrix obtained from the boundary integral equation is solved by using the HHL algorithm.
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1. はじめに
近年，量子コンピューターの開発競争が世界的に激
化している．量子コンピューターは，様々な分野での
活用が期待 [1]されているが，計算力学分野への活用も
その一つである．しかしながら，量子コンピューター
を用いた計算力学手法の開発については，殆ど進んで
いないのが現状である．計算力学分野における代表的
な数値解析手法として広く利用されている有限要素法
や境界要素法といった数値解析手法に量子コンピュー
ターを活用できれば，これまで解くことのできなかっ
た問題を解析できる可能性がある．そこで，本研究で
は量子コンピューティング（ゲート式）を用いた境界
要素法について検討する．以下では，基本的な境界要
素法を例に，量子コンピューティングを適用する方法
について考察した結果の一部を簡単に紹介する．また，
実際に，量子シミュレーターを用いて計算した結果の
一例を示し，今後の展望等について述べる．

2. 問題設定と基礎式
以下では，量子コンピューティングにおける境界要
素法の最初の研究であることを考え，境界要素法で最
も簡単な 2次元ラプラス方程式に支配される場を考え
る．位置 xにおけるポテンシャル uは次の方程式を満
足する．

∇2u(x) = 0 (1)

また，ラプラス方程式 (1)に対する境界積分方程式は，
次のように与えられる．

C(x)u(x) =
∫

S
G(x, y)q(y)dS y −

∫
S

H(x, y)u(y)dS y (2)

ここで，C(x)は位置 xに依存する自由項，q = ∂u/∂nで
ある．また ∂/∂nは境界 S における外向き法線方向微分
を表す．一方，G(x, y)および H(x, y)は，2次元ラプラ
ス方程式における基本解および対応する二重層核であ
り，それぞれ次式で与えられる．

G(x, y) =
1

2π
log

1
r
, H(x, y) =

∂G(x, y)
∂n

(3)

ここで, rは r = |x − y|である．詳細は省略するが，境
界積分方程式 (2)を，式 (3)と共に用いて空間に関する
離散化を行うことで，境界 S 上や領域内のポテンシャ
ル uを計算することができる．最終的に，空間に関す
る離散化を行い，境界条件に従って，式を整理すると，
境界積分方程式 (2)は，次のような代数方程式に帰着さ
れる．

Ax = b (4)

ここで，Aは一般には非対称で密な係数行列，bは境界
既知量から計算されるベクトルである．式 (4)を解くこ
とで，境界未知量から成るベクトル xを求めることが
できる．

3. 量子コンピューティングと HHLアルゴリズム
一般的に，現状では，式 (4) に含まれる係数行列 A
の成分計算を量子コンピューターで効率的に解くこと
は難しい．一方，係数行列 Aが大規模なサイズの場合，
式 (4)を古典コンピューターで直接解くことは，場合に
よっては困難である．そこで，ここでは代数方程式 (4)
を量子コンピューティングで解くことを考える．
さて，量子コンピューターは，古典コンピューター
と全く異なる原理で動作する．そのため，一般的に古
典コンピューターにおける境界要素法で用いられるク
ラウト法といった直接法や GMRES等の反復解法を使
うことはできない．そのため，最終方程式 (4) を解く
には，量子コンピューター専用の解法を用いる必要が
ある．式 (4)のような代数方程式を量子コンピューティ
ングで解く方法は，発展途上であるが，例えば Harrow,
Hassidim, Lloydにより，彼らの頭文字から名付けられ
たHHLアルゴリズムと呼ばれる方法が提案されている．
HHLアルゴリズムは，量子位相推定アルゴリズム等を
使って代数方程式を解くための量子コンピューティン
グ専用のアルゴリズムである．ただし，HHLアルゴリ
ズムでは係数行列 Aがエルミート行列である必要があ
るため，境界積分方程式 (2)から得られた非対称な係数
行列 Aを持つ代数方程式 (4)に直接適用することはで
きない．そこで，本研究では，境界要素法で得られる
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図–1 解析モデルと境界条件．

係数行列 Aおよび右辺のベクトル bを次のように拡張
する．

Ã :=
[

0 A
A† 0

]
, b̃ :=

[
b
0

]
(5)

ただし，( )†は，エルミート共役を表す．この拡張によ
り，代数方程式 (4)は，

Ãx̃ = b̃ (6)

で書き直すことができる．さて，式 (6)における代数方
程式の係数行列 Ãは，エルミート行列となっているこ
とがわかる．そのため，式 (2), (3)より計算された係数
行列 Aの成分を量子コンピューターに適切にエンコー
ディングし，Ãを作ることができれば，HHLアルゴリ
ズムを使って，新しい代数方程式 (6)を解くことができ
る．式 (6)の解 x̃は，元の代数方程式 (4)の解 x̃を含む
ので，結果的に式 (4)を解けたことになる．なお，HHL
アルゴリズムの詳細は文献 [2]を参照されたい．

4. 数値解析例
数値解析例を示す．解析モデルは，図 1に示すよう
に，左下を原点とした長さ 1の矩形領域であり，上下
の境界で q = ∂u/∂n = 0の条件が規定され，左側境界
では u = 0，右側境界では u = 1の境界条件が規定され
た問題である．すなわち，定常熱伝導問題として考え
ると，上下面は断熱条件が課せられた問題となる．こ
の解析では，与えられた境界条件や要素形状に応じて，
式 (4)における係数行列 Aや，対応する右辺ベクトル b
を古典コンピューターで計算しておき，それらを量子
コンピューターにエンコーディングできたとして，定
常熱伝導問題を解析した．すなわち，古典・量子ハイ
ブリッド計算を模擬したものである．
解析結果の一例を表 1に示す．表 1は，図 1の問題に
対して実際に式 (4)や式 (6)に相当する代数方程式を構
成し，古典コンピューター (classical)，量子コンピュー
ター (quantum)による HHLアルゴリズムを用いて得ら
れた結果を示している．また，参考のため，両者によ
る相対誤差も示してあり，上列から順番に要素 1⃝から要
素 8⃝に対する結果を示してある．なお，各要素において
ポテンシャル uまたはそのフラックス qのいずれかが
境界条件として与えられるため，境界要素法で求まる

classical quantum 相対誤差
0.241415 (u) 0.243607 0.908161
0.758588(u) 0.762996 0.58113
1.05863(q) 1.05343 0.491142
1.05863(q) 1.053 0.491142
0.758588(u) 0.762996 0.58113
0.241415(u) 0.243607 0.908161
-1.05859(q) -1.04956 0.853568
-1.05859(q) -1.04956 0.853568

表–1 量子コンピューティングと古典コンピューティングによ
る精度比較．

方の対応する物理量を classical列に代表して括弧書き
で示してある．与えられた問題は，図 1の y = 0.5の上
下で対称なため，得られた数値解は y = 0.5の上下で対
称となっていることがわかる．また，古典コンピュー
ターとの相対誤差は,最大で 1パーセント程度となって
いることがわかる．
以上より，正しく係数行列 Aを量子コンピューター
上でエンコーディングできれば，HHLアルゴリズムで
数値解を求められることが示された．

5. おわりに
本研究では,量子コンピューティングを用いた境界要
素法について基礎的な検討を行った．解析の対象とし
て，最も基礎的な 2次元ラプラス方程式を扱った．代
数方程式の解法にはHHLアルゴリズムを用いた．量子
シミュレーターの利用，かつ簡単な問題ではあるが，数
値解を導出することができた．ただし量子シミュレー
ターを利用したため，どの程度高速化を達成できるか
といった議論については触れていない．今後は，量子コ
ンピューティングに適した境界要素法アルゴリズムに
ついて検討すると共に，逆問題への展開を検討する予
定である．また，量子コンピューターに適した数値解
析手法の開発についても検討していきたい．なお，有
限要素法を対象とした研究もわずかではあるがMielke
ら [3]により行われていることを付け加えておく．
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