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外部 source pointを用いた
アイソジオメトリック境界要素法に関する研究

Isogeometric boundary element method (IGABEM) with external source points
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In recent years, a method called Isogeometric Analysis combined with the Boundary Element Method (IGA-
BEM), which uses the same geometry representation as CAD, was proposed. IGABEM enables the direct
use of CAD models as analysis models, eliminating the need for mesh generation, and is expected to be a
promising analysis method. However, the implementation of IGABEM requires properly handling compu-
tations known as singular integrals. In this study, a method is proposed to eliminate the need for handling
singular integrals by placing source points exterior of the domain of geometry. Numerical analyses are per-
formed on two-dimensional elasticity problems, and the accuracy criticall compared with conventional BEM
are conducted.
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1. はじめに
近年，アイソジオメトリック解析 (Isogeometoric Anal-

ysis, IGA)[1]の概念を境界要素法 [2]に適用したアイソ
ジオメトリック境界要素法 (Isogeometoric Boundary El-
ement Method, IGABEM)[3]が提案された．現在のモノ
づくりの設計プロセスでは有限要素法が多く使用され
ており，手順として CAD(Computer Aided Design)で設
計をし，それを数値解析に適した有限要素法解析モデル
に変換している．この変換では，CADで使用されてい
る形状表現と解析モデルの形状表現が異なることから，
有限要素法解析モデル生成は近似とみなすことができ，
結果として形状誤差などを生む原因となっている．
この課題に対し CADと同じ形状表現である NURBS
を用いることで，形状誤差のない高精度な解析が可能
かつ，有限要素法解析モデル生成の簡略化が期待され
る解析手法として IGAが提案された．しかし，実際多
くの CADソフトでは三次元モデルの場合，B-rep表現
と呼ばれる境界面のみで形状を表現する方法を採用し
ている．そのため体積内部の情報も必要とする IGAで
は，解析モデル生成を完全に省略することはできず，課
題が残されたままである．
そこで IGAの概念を境界のみの離散化で計算を行う
境界要素法 (Boundary Element Method, BEM)に適用し
た IGABEMが提案された．IGABEMは物理領域の境
界のみで離散化を行うため，CADモデルでは欠如して
いる体積内部の情報の補間，メッシュ生成を行う必要が
ないという利点がある．これにより実際の工学設計にお
いて CADモデルから解析モデルへの変換を不要にする
ことが期待されている．近年では IGABEMと T-spline

離散化を組み合わせることで従来の解析モデル生成を
完全になくす研究もおこなわれている [4]．このような
特長を有する IGABEMではあるが，基本解が既知でな
ければならず，また基本解中に現れる特異性に対して
積分計算を適切に行う必要がある．具体的には，二次
元弾性問題の場合 ln(r)とコーシーの主値で評価される
べき 1/r を含む項が特異となるため，適切な処理を必
要とし，これらの特異積分の処理に関する研究も行わ
れている [5]．
以上を踏まえ本研究では，ソース点と呼ばれる計算
点を形状の外側に置くことで特異積分の処理を不要に
する手法を提案する．また，連立一次方程式の解法に
は過剰条件連立一次方程式 (overdetermined system) を
用いた．数値解析例として二次元弾性問題を扱い，従
来型の BEMとの精度比較を行った．

2. アイソジオメトリック境界要素法（IGABEM）の
解析手法

(1) アイソジオメトリック解析 (IGA)
IGAは非一様有利Bスプライン (None Uniform Ratio-

nal B-Spline，NURBS)と呼ばれる CAD等で使用され
る形状表現を用いて構成される．このNURBSは円弧等
の曲線や局面を正確に表現するための数学的表現方法で
あり，CADや CAM(Computer Aided Manufacturing)に
用いられている．IGAでは形状表現と変位場にNURBS
を使用していることから，形状誤差のない高精度な解
析が期待されている．NURBSは B-spline基底関数に重
みを導入することで得られ，B-spline基底関数はノット
ベクトルと呼ばれる非減少数列で表されている．一次
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元の場合，ノットベクトルを Ξ = {ξ1, ξ2, ..., ξn+p+1}とす
ると B-spline基底関数は以下のように表される．

p = 0のとき

Ni,0(ξ) =

1 if ξi ≤ ξ ≤ ξi+1,

0 otherwise
(1)

p = 1, 2, 3, ...のとき

Ni,p(ξ) =
ξ − ξi
ξi+p − ξi

Ni,p−1(ξ)+
ξi+p+1 − ξ
ξi+p+1 − ξi+1

Ni+1,p−1(ξ) (2)

ここで nは B-spline基底関数の個数，pは基底関数の
次数である．また，NURBS基底関数 Rp

i (ξ)は B-spline
基底関数に重み wiを導入したものであり，有理式で次
のように表現される．

Rp
i (ξ) =

Ni,p(ξ)wi

W(ξ)
=

Ni,p(ξ)wi∑n
i=1 Ni,p(ξ)wi

(3)

n個のコントロールポイント Bi と NURBS基底関数
の線形結合により，NURBS曲線 C(ξ)が以下のように
定義される．

C(ξ) =
n∑

i=1

Rp
i (ξ)Bi (4)

(2) 境界要素法 (BEM)
境界要素法は境界のみに離散化を行う手法であり，二
次元問題であれば一次元モデル，三次元問題であれば
二次元の面のみの情報で解析を行うことができる．

図–1 二次元空間におけるソース点とフィールド点の関係

a) 二次元静弾性問題に対する境界積分方程式
図 1に示すようにソース点 (source points)とフィール
ド点 (field points)を s, xとして定義し，2点間の距離を
r = ∥x − s∥とする．境界要素法では境界値問題を境界
積分方程式を用いて解いている．境界積分方程式では
基本解が必要であり，二次元静的弾性問題の場合，基
本解はある一点に作用する単位荷重により無限弾性体
に生じる変位を表している．この解は Kelvin解として
知られている．以下に二次元静弾性問題に対する境界
積分方程式を示す．

Ci j(s)u j(s)+
∫
Γ

Ti j(s, x)u j(x)dΓ(x) =
∫
Γ

Ui j(s, x)t j(x)dΓ(x)

(5)

ここで Ui j,Ti jはそれぞれ変位とトラクションに対する
基本解，Ci jはjamp termや free termと呼ばれる係数で
あり以下のようにソース点の位置に依存する係数であ
る．それぞれの基本解と jamp termを以下に示す．

Ui j(s, x) =
1

8πµ(1 − ν) {(3 − 4ν) ln
(

1
r

)
δi j + r,ir, j} (6)

Ti j(s, x) = − 1
4π(1 − ν)r

{[
∂r
∂n

(1 − 2ν)δi j

]
+2r,ir, j − (1 − 2ν)(r,in j − r, jni)

}
(7)

Ci j(s) =


0 (境界外)
1
2

(滑らかな境界上)

1 (境界内)

(8)

ここで µ はせん断弾性率，ν はポアソン比，δi j は
Kronecker-delta関数，ni はフィールド点とソース点に
おける外向き法線ベクトルである．

境界積分方程式では，式 (5)左辺第二項の積分はコー
シーの主値で評価されなければならず，右辺の積分も
ln 1/rの特異性を有しているため，適切な処理が必要と
なる．

この境界積分方程式をすべてのソース点に対して立
てることで，解くべき連立一次方程式を構築していく．
式 (5)の最初の二つの項をグループ化することで連立一
次方程式は以下の行列で表記される．

[H]{u} = [G]{t} (9)

未知量の成分を左辺に，既知量を右辺に配置するこ
とで以下の方程式を構築する．

[A]{x} = {b} (10)

ここで {x}は未知の変位とトラクションで構成されて
いる．この方程式を xについて解くことで境界要素法
の解を得ることができる．

b) 特異積分の処理

通常の境界要素法ではソース点がフィールド要素に
ある場合，式 (5)中の Ti j,Ui jが特異積分になるため，適
切に処理をし評価をする必要がある．本研究では，こ
の特異積分の処理を不要にするため，ソース点を境界
の外側に配置することでソース点とフィールド要素の
一致を回避する．図 2に本研究での IGABEMの解析手
順を示す．ソース点を外側に配置することで特異積分
の処理を完全に排除している．
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図–2 IGABEMの解析手順

c) 過剰条件連立一次方程式の利用

通常の境界要素法ではソース点とフィールド点の数
は一致しており，生成される連立方程式，式 (10)の行
列 [A]は m× nの正方行列になっている．ただし，mは
ソース点数，nはフィールド点数を示している．本研究
ではソース点を境界の外側にランダムに配置すること
で特異積分を回避しているが，配置方法によって生成
した連立一次方程式の係数行列が特異になる場合があっ
た．そこでソース点の数をフィールド点の数よりも大
きくし，過剰条件連立一次方程式として疑似逆行列を
用いて連立一次方程式を解くことで係数行列が特異に
ならないように工夫をした．解放としては，式 (10)の
両辺に行列 Aの転置をかけ，左辺の解以外の逆行列を
かけ疑似逆行列を使用して解を求めた．解は以下のよ
うにあらわされる．

{x} = ([A]T [A])−1[A]T {b} (11)

ここで T は行列の転置を表している．

3. 数値解析例
IGABEM において二次元性弾性問題として片
持ち梁の曲げの解析を行い，従来型の一定要素
BEM(CONST BEM)との精度比較を行った．

(1) 解析条件

図 3 に解析対称を示す．解析対象は横 8.0mm, 縦
2.0mm の片持ち梁であり，上辺に下向き 100.0 N/mm
の分布荷重を課した．解析では平面ひずみ状態を仮定
し，ヤング率は 206 GPa，ポアソン比は 0.0 とし，数
値積分では IGABEM，従来型 BEMともに 10点のガウ

ス・ルジャンドル積分法を用いた．参照解として，節点
数 5万程度の詳細な有限要素法解析の結果を用いる．

図–3 解析対称

ただし，今回解析解としてのたわみ曲線は中立軸の変
位ではなく，それぞれ上辺での変位と比較をしている．
また解析条件として，IGABEMと従来型 BEMでそれ
ぞれ 2通りのフィールド点数で解析を行った．ソース点
に関しては，IGABEMでは境界の外側に配置すること
で特異積分の処理をなくしており，従来型 BEMでは境
界上に配置することで通常と同じ特異積分を実行し解
析を行った．またソース点は境界外にランダムに配置
しており，その一例を図 4に示す．図 4は IGABEMに
おけるフィールド点 85点，ソース点 170点の配置を示
している．IGABEMでは 3章で示した overdetermined
systemを疑似逆行列を用いて連立方程式を解いている．

図–4 フィールド点とソース点の配置

IGABEMと従来型BEMの数値解析結果と理論解を図
5に示す．ただし，従来型一定要素BEMでのフィールド
点数 20，84点の結果をそれぞれ CONST BEM(CPs20)，
CONST BEM(CPs84)とし，IGABEMでのフィールド
点数 8，85点の結果をそれぞれ IGABEM(CPs8)，IGA-
BEM(CPs85)としている．
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図–5 解析結果のたわみ曲線

従来型 BEMと比較して，IGABEMでは少ない離散
化で理論解に近づく結果となった．しかし，IGABEM
での解析結果は詳細な有限要素法と完全には一致しな
かった．これは境界要素法特有の問題である，角点の
処理を適切に行っていないことにあると考えられる．

4. おわりに
本研究では，IGABEMにおいてソース点を形状の外
側に置くことで特異積分の処理を排除し，解析を行い
従来型 BEMとの精度比較を行った．ソース点を境界外
部に配置して特異積分の処理を不要にした本手法でも，
従来型BEMと比較して同自由度数での精度が高いこと
が示された．また，ソース点数をフィールド点数より
大きくし，過剰条件連立一次方程式とすることで連立
一次方程式の係数行列の特異を回避した．

今後は連立方程式が特異になってしまう原因に関す
る研究を行い，三次元問題への適用を行っていく予定
である．
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