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MRエラストグラフィの実現に向けた
デジタル粘弾性ファントムの開発

Development of Digital Viscoelastic Phantom for MR Elastography
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Magnetic Resonance Elastography (MRE) is a non-invasive measurement method of viscoelastic properties
inside the domain. In practice, MRE is expected to measure the stiffness of biological tissue, particularly for
the early detection of abnormalities such as hardening and softening of the tissue. The present study proposes
a computational environment on FreeFEM for the simulation of the time-harmonic Voigt-type viscoelastic
wave from which MRE determines the stiffness.
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1. 緒言
本研究では，Magnetic Resonance エラストグラフィ

(MRE) [1] でもちいる粘弾性波を，有限要素法 (finite
element method)で数値計算する上での問題点を論じる．
特に FreeFEM [2]上で数値実験環境を構築し，生体を
念頭においた粘弾性波の数値計算の困難点や FreeFEM
の問題点を論じる．

MREは，生体表面を加振することにより生体内部に
生じる波の変位をMRIで撮影し，その情報から生体組
織の弾性率，特に硬さを推定するものであり，生体に
低負荷で癌などの生体組織の硬化などを検出する手法
として開発が進められている．特にMREが応用を端を
発することから，生体中を伝播する波を実験により調
べることが重要だが，安全性や，ファントムをもちい
る場合の作成のコスト（時間や費用）および性能の維
持管理を考慮すると，数値実験も嘱望されている．
本研究では，生体をVoigt型の粘弾性体 [3]と考え，有
限要素法による数値実験に取り組む．そこでは領域や内
包物の入力と分割，弱形式の定義と離散化，数値計算と
結果の可視化等，多様な手続きが必要となる．FreeFEM
では個々の代表的なアルゴリズムが利用可能であり，入
力から出力までを統一的に記述できる言語仕様をもつ．
そのため，個々の手続きの詳細や C++言語等のプログ
ラミング言語に習熟している必要はなく，有限要素法
による数値実験をおこなううえでユーザーの負担は小
さい．これにより境界の単振動（加振）に励起される
粘弾性波の数値計実験環境を構築することで，様々な
形状，パラメータ，内包物および加振での粘弾性波を数
値実験できるのみならず，数理モデルや離散化にもち
いる要素の性質等の比較など，数理解析手法の解明が
期待される．

2. 数理モデル
等方の粘弾性体が区分的になめらかな境界をもつ有界
領域Ω ⊂ R3を占めるとする．その境界の一部 ΓD ⊂ ∂Ω
において微小変位 F(t, x) =

(
F1(t, x), F2(t, x), F3(t, x)

)T

を与え，残りの境界 ΓN = ∂Ω \ΓDでは応力なしとする．
このとき，時刻 tで位置 xにおけるリファレンス領域か
らの変位を U(t, x) =

(
U1(t, x),U2(t, x),U3(t, x)

)T とする
と，Voigt型の粘弾性体の数理モデルは次で与えられる．

ρÜ = div
(
σ(U)

)
, t > 0, x ∈ Ω, (1)

U(t, x) = F(t, x), t > 0, x ∈ ΓD,

σ(U)ν = 0, t > 0, x ∈ ΓN ,

U(0, x) = U̇(0, x) = 0, x ∈ Ω.

ただし ρは密度，U̇ = ∂U/∂tは tでの偏微分，νは ∂Ω

の外向き単位法線である．また，ε(U)は歪みテンソル
を表す 3次の正方行列で，その ( j, k)成分は

ε jk(U) =
1
2

(
∂U j

∂xk
+
∂Uk

∂x j

)
で与えられ，I を 3次の単位行列として，

σ(U) = 2µε(U) + λ tr ε(U)I +
(
2ηε(U̇) + ζ tr ε(U̇)I

)
,

は応力テンソルであって

(
div(σ(U))

)
k
=

3∑
j=1

∂

∂x j
σ jk(U)

である．ここで µ, λ, η, ζ はそれぞれ剛性率，もう一方
の Lamé係数，粘性，体積粘性率を表す．このとき，運
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動方程式 (1)の第 k成分は

ρÜk =

3∑
j=1

∂

∂x j

{
µ

(
∂Uk

∂x j
+
∂U j

∂xk

)}
+

∂

∂xk
(λ∇ · U)

+

3∑
j=1

∂

∂x j

{
η

(
∂U̇k

∂x j
+
∂U̇ j

∂xk

)}
+

∂

∂xk
(λ∇ · U̇)

となる．
ここで F(t, x)として周波数 ωの加振を考え，粘弾性
体も周期的な振動が誘発されるとする．振幅を A(x) ∈ R3

とし，位置 x ∈ Ωで位相が θ(x)だけ遅れて
U(t, x) = A(x) cos

(
ωt − θ(x)

)
となると仮定する．このとき ϕ(x) = A(x) cos θ(x), ψ(x) =
A(x) sin θ(x)とするとU(t, x) = ϕ(x) cosωt+ψ(x) sinωtと
表せることから，ϕ(x) =

(
ϕ1(x), ϕ2(x), ϕ3(x)

)T と ψ(x) =(
ψ1(x), ψ2(x), ψ3(x)

)T は次を満たす．

−ρω2ϕk =

3∑
j=1

∂

∂x j

{
µ

(
∂ϕk

∂x j
+
∂ϕ j

∂xk

)}
+

∂

∂xk
(λ∇ · ϕ)

+ ω

3∑
j=1

∂

∂x j

{
η

(
∂ψk

∂x j
+
∂ψ j

∂xk

)}
+

∂

∂xk
(ζ∇ · ψ),

−ρω2ψk =

3∑
j=1

∂

∂x j

{
µ

(
∂ψk

∂x j
+
∂ψ j

∂xk

)}
+

∂

∂xk
(λ∇ · ψ)

− ω
3∑

j=1

∂

∂x j

{
η

(
∂ϕk

∂x j
+
∂ϕ j

∂xk

)}
− ω ∂

∂xk
(ζ∇ · ϕ).

さらに i =
√
−1を虚数単位として u(x) = ϕ(x)− iψ(x)は

−ρω2u = div
(
2(µ + iωη)ε(u) + (λ + iωζ) tr ε(u)I

)
を満たす．ここで，Ω の近傍の充分滑らかな v =(
v1(x), v2(x), v3(x)

)T が v|ΓD = 0を満たすならば，Green
の定理より次が成立する．

3∑
k=1

∫
Ω

3∑
j=1

∂

∂x j

{
(µ + iωη)ε jk(u)

}
vk dx

= −
∫
Ω

(µ + iωη)ε(u) : ε(v) dx,

3∑
k=1

∫
Ω

∂

∂xk

{
(λ + iωζ) tr ε(u)

}
vk dx

= −
∫
Ω

(λ + iωζ) div(u) div(v) dx.

ただし 3次正方行列 A = (a jk), B = (b jk)に対して
A : B =

∑
1≤ j,k≤3

a jkb jk

は成分ごとの内積を表す．これより任意の v|ΓD = 0 に
対して次が成立する．∫

Ω

ρω2u · v dx =
∫
Ω

{
2(µ + iωη)ε(u) : ε(v)

+ (λ + iωζ) div(u) div(v)
}

dx. (2)

本研究では (2) をもちいて弱形式を構成する．適当な
函数空間での数値解の一意存在は [4] 等で論じられて
いる．

3. FreeFEMによる実装
本研究では (2)を FreeFEMにより実装した．まず Ω
の境界や介在物の界面等を meshS型で生成する．次に
tetgen [5]へのインターフェース tetgにより，領域Ωの
四面体分割を mesh3型で生成する．この分割上で適当
な形状函数によって fespace型の有限要素空間を生成
し，得られる連立方程式を解くことで (2)の数値解を求
める．数値解が求まった後，meditによる可視化や，モ
ジュール iovtkにより vtu形式で出力し，ParaView [6]
等で可視化する．
分割数を増やすと，連立方程式の求解で

Error Umfpack -1 : out_of_memory ...

Exec error : Error Umfpack -1 : out_of_memory

と表示して停止することがある．これに対応するため，
大容量メモリを扱い得る Multifrontral 法 [7,8] のモジ
ュール UMFPACK64をもちいた．
数値計算を実行するには，構築したスクリプトを
ve3d.edpとして保存し，ターミナルで次を実行する．
$ FreeFem++ ve3d.edp -ns -v 0 -wg

$ FreeFem++-nw ve3d.edp -ns -v 0

前者は medit等の画面出力を利用する場合であり，後
者は利用しない場合である．

4. ファントム実験と数値実験の比較
底面の半径が 10mm,高さ 35mmの円柱状のファント
ムを

Ω = {(x1, x2, x3) ∈ R3 ; x2
1 + x2

2 < 102,−10 < x3 < 25}

とする．その上面を x1 方向に振幅 0.01mm, 振動数
500Hzで加振し，側面は stress free, 底面を固定するこ
とを想定し，境界を ΓD = {x2

1 + x2
2 < 102, x3 = −10, 25},

ΓN = {x2
1 + x2

2 = 102,−10 < x3 < 25}として境界条件を

F(t, x) =

(0.01 cosωt, 0, 0)T , x3 = 25,

0, x3 = −10,

とする．
数理モデルや生体特性値，計算結果の妥当性を検討す
るため，ファントム実験と比較した．生体を念頭に置い
て，ファントムには 0.9%のアガロースゲルをもちい，密
度は水と等しいと仮定した．このとき ρ = 10−6kg/mm3,
µ = 7.4kPa, λ = 10MPa, η = 0.4Pa·s とした．もちいた
ファントムは µ = 3.3kPaの小さな内在物 (0.5%のアガ
ロースゲル)を含むが，数値実験では µは一定とした．
この円柱領域を tetgにより 98,158個の四面体に分割
したところ，頂点は 17,018個であり，P1要素 (FreeFEM
では P13d要素)を用いる場合の未知数は 51,054個の複
素数値である．これを Core i7-11370H (Windows11上
の Windows Subsystem Linux 2, FreeFEM 4.14, 倍精度)
をもちいて数値計算したところ，計算時間は約 1分 53
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図–1 tetgによる四面体分割の x1 = 0による断面

秒であった．ただし OpenMPを含め，並列計算はおこ
なっていないことに注意する．一方，12,184個の四面
体に分割したところ，頂点数は 2,331個であり，x1 = 0
での分割の様子は図-1であった．特に対称性は見られ
ないことに注意する．この分割で区分 2 次の P2 要素
(FreeFEMでは P23d要素) をもちいて数値計算をおこ
なったところ，未知数の個数は 52,629個であり，同じ
計算環境での計算時間は約 1分 31秒であった．
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図–2 P1 要素による数値計算結果の x1 = 0における ϕ1
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図–3 P2 要素による数値計算結果の x1 = 0における ϕ1

P1 要素，P2 要素による x1 = 0, x3 > 0での数値解 ϕ1

をそれぞれ図-2,図-3に，対応するファントム実験の結
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図–4 ファントム実験の結果

-0.008

-0.006

-0.004

-0.002

 0

 0.002

 0.004

 0.006

 0.008

 0.01

 0  5  10  15  20  25

ϕ
1
(0

,0
,x

3
)

x3

P2 r0.5
P1 r0.9

Phantom

図–5 x1 = x2 = 0上での ϕ1(x)

果を図-4 に，また x1 = x2 = 0 での ϕ1 を図-5に示す．
これらを比較すると，特に減衰の再現において，P1 の
結果はファントム実験の結果と著しく異なることがわ
かる．生体を模した本実験の粘弾性値では Poisson比が
約 0.49963であり，ロッキング [9]が生じて P1 要素で
の数値計算結果の精度が充分ではないことが予想され
る．一方で，ほぼ同等の未知数の個数・計算時間のも
とで，P2 要素ではファントム実験と近い結果が得られ
ている．
ロッキングの解消には，非適合要素 (non-conforming

element)の利用が効果的とされる．FreeFEMでは，代表
的な非適合要素である Crouzeix-Raviart要素 [10] (P1nc)
が 2次元のみ実装されている．また区分 1次の不連続
要素 P1dc要素が Element P1dc1モジュールにより提
供されるが，2次元では正しく動作するものの 3次元で
は正しく動作せず，新たな実装が必要である．

5. 粘弾性体の運動の可視化
本研究では，得られる数値解から，振動の様子を直
感的に把握するための可視化をおこなった．WebGL形
式をもちいることで，近年の一般的なブラウザで表示
できるとともに，マウスやタッチパネルで操作するグ
ラフィカル・ユーザー・インターフェース (GUI)によっ
て視点の変更，拡大・縮小等が可能である．図-6に表示
例を示す．図中に示される点は，四面体分割の頂点では
なく，Ωに含まれる格子点で U(t, x)の数値解を補間し
て表示している．なおこの機能は FreeFEMのモジュー
ルとして実現し，インターネットで公開している [11]．
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図–6 計算結果を Android上のブラウザで可視化した例

6. 結言
本研究では FreeFEMをもちいてMRE開発のための

3次元粘弾性体の数値実験環境を構築した．生体を想定
した数値実験では，P1 要素での数値計算は高精度な結
果が得られない一方，同一のスクリプトで僅かな変更
で P2 要素での数値計算が実現され，それによってファ
ントム実験で観測される減衰を実現した．
ロッキングの解消には非適合要素の利用が有用だが，

FreeFEM では 3 次元の非適合要素に対応しておらず，
独自の実装が必要である．今後，実用的なデジタルファ
ントムの実現と普及には，内包物を含む非一様ファン
トムの実装の例示や，マルチコア・プロセサを活用する
ための FreeFEMによる並列計算の実装も必要である．
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