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レーザスキャナによる点群データを用いた有限要素法解
析の妥当性確認に関する基礎的検討

Fundamental Study on Validation of Finite Element Analysis Using Point Cloud Data
from Laser Scanner
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A laser scanner is effective for measuring the overall shape of a structure. When using point cloud data
from a laser scanner for validation of a finite element analysis, there are options on how to compare the point
cloud data consisting of many points with the analysis results. In this study, several methods to quantitatively
compare point cloud data and analysis results were examined. In particular, the comparison method based
on distance and normal vector, and the evaluation method based on contour map, histogram, and scalar value
were numerically investigated.
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1. 緒言
構造物の全体的な形状計測には，地上型レーザース
キャナ (Terrestial Laser Scanner,TLS)が比較的高精度な
上に離れた場所からでも測定できる点から有効である．
そのため TLSは，形状モデルの作成 [1]や点群データ
を用いた有限要素法解析 [2]などに利用されている. 特
に点群を用いた多くの有限要素法解析では，構造物が
建造されてから形状計測を行う間に生じた変形を考慮
していなかった．そこで変形後形状拘束条件を伴う有
限要素法解析 [3][4]が提案されている．このように，点
群データを利用した有限要素法解析がさまざま行われ
ているのに対して，有限要素法解析の妥当性確認のた
めに，TLSで取得できる点群データを解析結果と比較
する方法についてはいまだ確立されていない．レーザ
スキャナによる点群データを有限要素法解析の妥当性
確認に利用する場合，多数の点から成る点群データと
解析結果をどのようにして比較するかについては検討
されていないため，新たに考案する必要がある．
本研究では，解析結果である変形後のメッシュと測
定した点群データを定量的に比較する方法を複数検討
し，それらの性能を定量的に調査することを目的とす
る．特に，変形後の表面を示すメッシュと点群に含ま
れる点までの距離に基づく比較法，変形後の表面を示
すメッシュの法線ベクトルと点群から作られる法線ベ
クトルに基づく比較法を用いて，代表値による評価法，
コンター図による評価法，ヒストグラムによる評価法
の 3つ評価法を数値的に調査した．数値例には，実際
に TLSを用いて計測したアクリル板と机の点群を用い
た．数値例の採用理由は，計算機内で CADモデルを作
成するのが容易なシンプルな形状かつ実験室内で測定

可能な大きさであることである．実測点群に含まれる
外れ値の影響を観察しながら,作成した比較法の数値的
な調査を行った．

2. 解析結果と点群データの比較法
(1) 本研究に用いた有限要素法解析手法
本研究では，平衡方程式の弱形式を有限要素法で離
散化した式 (1)を解いている．

r =

∫
Ω

BTS dΩ −
∫
Γt

NT t dΓ −
∫
Ω

NT b dΩ = 0 (1)

このとき，Ωは変形前領域，B はひずみ・節点変位行
列，Sは第二 Piola-Kirchhoff応力，N は形状関数, tは
表面力，bは物体力を表している．第二 Piola-Kirchhoff
応力Sは，材料モデルによって決定される．Vladimirov
et al.の圧縮性 neo-Hookeモデル [5][6]を使用している．

(2) 距離に基づく比較法
点群とメッシュの距離に着目したのが距離に基づく
比較法である. 点群データは，x，y，zで表される三次
元座標で構成された点の集合体のデータであり，本研
究で比較したい有限要素法解析の結果のメッシュとは
異なる形のデータである. 点群のままメッシュと比較す
ることやメッシュの節点を点群データとみなして，点
群と比較するなどの手法も考えられたが，メッシュと
メッシュの比較にすることで対応関係の決定や法線ベ
クトルの作成が容易になることを期待したため，本研
究では点群データをメッシュに変換して比較する方法
を選択した. この比較法は，原木ほか [7]の変形後形状
の拘束条件の収束判定に用いられてるメッシュ-点群間
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の距離を部分的に転用したものである.
まず，点群データを三角形メッシュに変換する．この

2(4)項のアルゴリズムを使って探索した三角形に，解
析結果である変形後のメッシュの節点 iから垂線を下ろ
す．この垂線の長さを hi，垂線の足を含む三角形の面
積を Aiとする．このとき，距離に基づく比較のための
ベクトル値を

vi =
hi√
Ai

(2)

とする．
式 (2)において単純な距離 hi を比較法として用いず，
三角形の面積の平方根 √Aiで除した理由は以下の 2点
である．一つ目の理由は無次元化である．無次元化に
よって，寸法の単位が異なる場合にも同様の比較法を
適用することができる. 二つ目の理由は，点群の密度の
影響の軽減である．点群が密になると節点とメッシュ
の距離は，短くなる．また，点群から作られるメッシュ
の面積も小さくなる．そのため，式 (2)の右辺の分母も
分子も小さくなるため点群の粗密変化による vi の変化
を軽減することができる．

(3) 法線ベクトルに基づく比較法
点群とメッシュの一致度を評価するために,ここでは
点群とメッシュの法線ベクトルに着目した．法線ベクト
ルに着目することで変形後の表面の向きの比較ができ
ると考えたからである. 点群データは，初めは法線の情
報を持たないが点群処理によって法線の情報を持たせ
ることができる．そこで本研究では，距離に基づく比
較法と同様に，まず点群をメッシュに変換することで
点群の法線ベクトルを得た．具体的には，原木ほか [3]
の変形後形状の拘束条件に用いている三角形メッシュ
の法線ベクトルを算出し，ある頂点を含む全ての三角
形の法線ベクトルの平均をとる方法を採用した．点群
をメッシュに変換する理由は，法線情報の付与と対応
関係の一致に 2(4)項のアルゴリズムを用いるためであ
る. この比較法も，原木ほか [3]の変形後形状の拘束条
件の収束判定に用いられてるメッシュ-点群間の法線ベ
クトルを部分的に転用したものである．
有限要素法解析に用いるモデルの各要素面 eの単位法
線ベクトルを ne，要素面 eと対応する点群から得られ
る単位法線ベクトルを neとする．この対応する法線ベ
クトルも 2(4)で説明するアルゴリズムで決定する．こ
のとき，法線ベクトルに基づく比較のためのベクトル
値を

ve =
∣∣∣ne − ne

∣∣∣ (3)

とする．法線ベクトルに基づく比較法は，単位ベクト
ルの差を用いているため距離に基づく比較法と違って
ve の最大値は 2である．

(4) 対応関係の決定法
距離に基づく評価法の節点と三角形メッシュの対応
関係の決定と法線ベクトルに基づく比較法の点群から
作られる法線ベクトルと三角形メッシュの法線ベクト
ルの対応関係の決定には，図-1の接触解析で多用され
る Node-to-Surfaceアルゴリズム [8]を使用した．他の

図–1 Node-to-Surfaceアルゴリズム
対応関係の決定法として，Nearest-Neighborアルゴリズ
ムなども考えられたため，法線ベクトルに基づく比較
法では，Node-to-Surfaceアルゴリズムに加えて最近傍
点と対応関係をとる Nearest-Neighborアルゴリズムも
用いた．Node-to-Surfaceアルゴリズムの内容は以下の
通りである．

1. 点 Pから最も近い三角形メッシュの頂点 Aを探索
する．ただし，点 Pは距離に基づく比較法の場合
は解析結果である変形後のメッシュの節点，法線
ベクトルに基づく比較法の場合は解析結果である
変形後のメッシュの法線ベクトルの始点を表す．

2. その頂点 Aに隣接する三角形のうち，点 Pから三
角形に下ろした垂線が三角形内に含まれる三角形
を探索する．

3. 探索した三角形のうち点 Pに最も近い三角形に対
して vi や ve を適用する．

　ここで条件が満たされる三角形が存在しない場合は，
その点 Pに対して式 (2)や式 (3)を適用しないこととし
た．このように対応関係が得られない場合があるのが
Node-to-Surfaceアルゴリズムの特徴である．

Nearest-Neighborアルゴリズムでは，前述の点 Pと点
群の最近傍で対応関係を決めている．

(5) 代表値による評価法
代表値による評価法は，式 (2)や式 (3)により作成さ
れるベクトル値の代表値を求めたものである．代表値
として，最大値，最小値，中央値，一般化平均値を試
した．最大値は，

s = max
i

vi (4)

で表される．最小値は，

s = min
i

vi (5)

で表される．中央値は，

s = median
i

vi (6)

で表される．一般化平均は，

s =

 1
N

N∑
i=1

vp
i


1
p

(7)

で表される．ただし，Nは viの成分数である．また，本
研究では p = 1，p = 1.5，p = 2を選択した．以上の合
計 6種類の代表値を試した．この 6種類を試した理由
としては，最大値，最小値，中央値，一般化平均 p = 1
は一般的な代表値であるから採用した．p = 1.5，p = 2
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図–2-a 距離に基づいた比較
の結果の可視化

図–2-b 法線ベクトルに基づ
いた比較の結果の可
視化

図–2 コンター図の表示例
を採用した理由は，点群レジストレーションによく用い
られる二乗平均平方根誤差 (Root Mean Squared Error，
RMSE)[9]からの転用である．最大値や最小値は，外れ
値の影響を最も強く受けることが予想される．一般化
平均においても外れ値の影響を受けると考えられる．

(6) コンター図による評価法
コンター図による評価法は，式 (2)や式 (3)の値がメッ
シュのどの場所でどのような値をとるかについて可視
化したものである．距離に基づく比較法では，図-2 − a
に示すように式 viの値は各節点ごとに定義されるため，
各節点間では隣り合った式 vi の値同士を線形補完する
形で可視化している．法線ベクトルに基づく比較法で
は，図-2 − bに示すように要素面ごとに ve の値が適用
されるため，要素面ごとに色分けされた形で表示され
る．色分けに関しては，最大値と最小値を考慮して決
定しているため，コンター図ごとに色の示す vi，ve の
値が異なる点は注意すべきである．またコンター図が
示す vi，veの値が 0でグレーで表示される部分は vi，ve

の値が適用できなかったことを示している．

(7) ヒストグラムによる評価法
ヒストグラムによる評価法は図-3に示すように viや

ve の値の度数分布を視覚的に表示したものである．縦
軸に度数，横軸に vi や ve の値を取っている．
ヒストグラムを用いることによって，外れ値の確認
や代表値による評価法の代表値の選択の検討を行うこ
とができる．本研究はスタージェスの公式 (8)を使用し
て階級の数 xを決定した．

x = 1 + log2 N (8)

ただし，N は vi，ve の成分数である．

3. アクリル板を用いた数値例
(1) 解析条件
アクリル板を用いた数値例は，変形している形状を

TLSを用いて点群で取得することを想定している．そ
のためアクリル板を 2つのスイベルバイスにより固定
し，水平方向から 78.91◦傾けて TLSによって点群を取
得した．点群取得に用いたTLSは，FARO Lasor Scanner

図–3-a 距離に基づく比較法図–3-b 法線ベクトルに基づ
く比較法

図–3 ヒストグラムの例

図–4 アクリル板の寸法
Focus X 330であり，分解能 1/1，品質 2×に設定した．
TLSと板の間の距離は約2,280 mmでポイント距離1.534
mm/10mで測定を行った．アクリル板の寸法は図-4に
示す．
本研究に用いた解析モデルについて説明する．TLS
で測定を行ったアクリル板の状態をできるだけ忠実に
再現するように，解析モデルを作成した．板は図-4の
寸法で，ヤング率を 2,200 MPa，ポアソン比を 0.3 と
した．要素数 60,000の四面体二次要素であり，節点数
100,903，密度は 1.18× 10−6 kg/mm3，また重力加速度
は，板が水平から 78.91◦ 傾いていたため，y軸方向に
1.887 m/s2，z軸方向に-9.627 m/s2とすることで再現し
た．角度は，角度計をアクリル板下面に当て計測した．
また板を固定するバイスと板の接触面での変位は 0と
した．
法線ベクトルに基づく比較法では，点群を用いた主

成分分析により得られる法線ベクトルと三角形メッシュ
の各三角形の法線ベクトルを用いて作成した法線ベク
トルを用いた．
実測点群はノイズが含まれるため点群から三角形メッ
シュを作成する際にダウンサンプリングといった処理が
必要である．本研究では，変形後拘束条件を伴う有限要
素法解析のための点群処理方法 (処理方法 1)[7]と形状
モデル作成のための点群処理方法 (処理方法 2) [10][11]
の２種類を行なった．
変形後形状拘束条件を伴う有限要素法解析のための
点群処理方法を以下に示す．

1. まず，比較したい有限要素法解析のモデルと原点
が一致するように座標変換を行った．

2. 次に点群のノイズを削除するために，ある点を k
としたときその点の近傍 ζ 個の点までの距離 lk を
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求め，式 (9)を満たす点のみ抽出した．

lk <
1
Z

Z∑
k=1

lk + q

√√√√
1
Z

Z∑
k=1

lk − 1
Z

Z∑
j=1

l j


2

(9)

ここで Z は点の総数，q は任意のパラメータで，
q = 1，ζ = 4とした．

3. ダウンサンプリングにて変形後表面形状を適切に
抽出するために，ある点の近傍の座標の q = 1を
その点の座標とする平滑化を 2回行った．

4. 解析の計算コスト削減のために Farthest Point Sam-
pling (FPS)アルゴリズムによるダウンサンプリン
グを行った．

5. ダウンサンプリング後，Ball Pivotingアルゴリズム
を用いて三角形メッシュを作成した．

6. 作成した三角形メッシュに対して，重みなし Lapla-
cian平滑化を 10回実施した．

三角形メッシュ作成時に必要となる最近傍探索等は，
Open3Dライブラリ [12]を用いて実施した．
形状モデル作成のための点群処理方法 (処理方法 2)
を以下に示す．

1. まず，比較したい有限要素法解析のモデルと原点
が一致するように座標変換を行った．

2. 次にレーザスキャナの照射方向の仰角と方位角を
用いて，点群を 2次元平面に投影した．

3. 投影された点群に対して，ドロネ三角形分割 [10]
を行い，各三角形に対して面を張ることによって，
メッシュモデルを作成した．

4. 作成されたメッシュの三角形の数を基準にQuadric
Error Metrics (QEM)を用いたポリゴン簡略化手法
[11]によってメッシュの簡略化を行った．

5. 作成された各三角形メッシュの面積を計算し，微
小面積を削除した．ただし，微小面積とは計算機
上にて 0と見なせるような小さい値のことである．

点群処理方法 1との大きな違いはデータ量削減の際
に点の数ではなく三角形の数を基準にしていることで
ある．
図-5に本研究のアクリル板の点群に対して処理を行っ
た後のメッシュの拡大図を示す．図から読み取れるよ
うに処理方法 1と処理方法 2では，メッシュの凹凸に
大きな差がある．これは，平滑化の回数の違いが影響
しているものと考えられる．特に処理方法 1では，変
形後形状拘束条件を伴う有限要素法解析のために凹凸
がないように平滑化処理を多く行っている．これは同
じ点群データを用いているにも関わらず結果に違いを
与えると予想される．

(2) 結果と考察
以下に示す法線ベクトルに基づく比較法の結果は，

Node-to-Surfaceアルゴリズムと三角形メッシュの法線
ベクトルを用いたときのものである．まず，代表値に
よる評価結果を表-1，2にまとめた．また，距離に基づ
く比較において，コンター図とヒストグラムによる評
価結果をそれぞれ図-6，7に示す．法線ベクトルに基づ
く比較における両者をそれぞれ図-8，9に示す．
表-1，2から処理方法 1と処理方法 2ではどの代表値

図–5-a 処理方法 1 図–5-b 処理方法 2

図–5 点群処理後の作成されるメッシュの様子

表–1 板による数値例の最大値，最小値，中央値
比較方法，処理方法 最大値 最小値 中央値
距離，処理方法 1 2.37 8.94× 10−5 0.254
距離，処理方法 2 19.9 2.52× 10−4 2.59
法線，処理方法 1 0.0800 4.27× 10−4 0.0118
法線，処理方法 2 1.15 1.86× 10−3 0.0809

表–2 板による数値例の一般化平均
比較方法，処理方法 p = 1 p = 1.5 p = 2
距離，処理方法 1 0.314 0.362 0.408
距離，処理方法 2 3.34 3.89 4.36
法線，処理方法 1 0.0128 0.0135 0.145
法線，処理方法 2 0.0899 0.0994 0.144

も約 10倍異なることがわかる．これは同一の点群デー
タを用いていても，点群の処理方法が異なると大きく
値が異なることを示している．点群の処理方法による
違いは図-6，8でも確認でき，処理方法 1に比べ処理方
法 2では viや式 veの値を取らないグレー色の部分が多
く分布していることがわかる．特に処理方法 2では，変
形の大きい上部で viや veの値が適用できていない箇所
が多い．図 7，9のヒストグラムから，代表値の小さい
点が非常に多いことがわかる．この傾向は処理方法に
関わらない．したがって，代表値における最大値は外
れ値である可能性が高いと考えられる．また，最小値
は常に小さい値であり，比較として成立していないこ
とが考えられる．一般化平均では pの値が大きいほど,
代表値が大きくなる. そのため, pの値が大きいほど,外
れ値の影響を受けやすいと考えられる. よって外れ値の
影響を考えた場合,中央値は最も外れ値の影響を受けな
い可能性が高い.

4. 机を用いた数値例
(1) 解析条件
机を用いた数値例は，ほとんど変形が見られない形
状を点群で取得することを想定している．これは変形
している形状を想定したアクリル板との比較を行うた
めである．また机は，板と違って三次元効果があり，天
板や足などの構造を持っている．
アクリル板の数値例と同様の設定で，TLSで机の点
群を取得した．机を用いた数値例の寸法は図-10に示す．
机の点群は，机の天板上面を示す点群のみを使用した．
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図–6-a 処理方法 1 図–6-b 処理方法 2

図–6 板による数値例の距離に基づく比較法のコンター図

図–7-a 処理方法 1 図–7-b 処理方法 2

図–7 板による数値例の距離に基づく比較法のヒストグラム

図–8-a 処理方法 1 図–8-b 処理方法 2

図–8 板による数値例の法線ベクトルに基づく比較法のコン
ター図

本研究にて行った三角形メッシュ作成方法を以下に示す．
1. まず，比較したい有限要素法解析のモデルと原点
が一致するように座標変換を行った．

2. FPSアルゴリズムを用いてダウンサンプリングを
行った．

3. Ball-Pivotingアルゴリズムを用いて三角形メッシュ
を作成した．

4. 最後に Laplacian平滑化を実施した．
本研究にて作成した三角形メッシュは 9739個であり，
頂点数は 5000個であった．
点群から作成された三角形メッシュと比較する解析モ
デルの条件について説明する．TLSで測定を行った机
の状態をできるだけ忠実に再現するように，解析モデル
を作成した．机は図 10の寸法で，天板がヤング率を 10
GPa，ポアソン比を 0.4，密度を 1.7× 10−7 kg/mm3 と

図–9-a 処理方法 1 図–9-b 処理方法 2

図–9 板による数値例の法線ベクトルに基づく比較法のヒス
トグラム

表–3 机による数値例の最大値，最小値，中央値
比較方法 最大値 最小値 中央値
距離 3.49 7.08× 10−2 0.972
法線 0.0269 3.08× 10−4 0.0185

表–4 机による数値例の一般化平均
比較方法 p = 1 p = 1.5 p = 2
距離 0.971 1.01 1.05
法線 0.0166 0.0174 0.018

した．天板以外の部分はヤング率を 16 GPa，ポアソン
比を 0.3，密度を 4.22× 10−7 kg/mm3 とした．要素数
10,313の四面体二次要素であり，節点数 21,640であっ
た．鉛直下方向に 9.81 m/s2 の重力加速度を設定した．
また，机と床の接触面を変位 0とした．

(2) 結果と考察
本節にて示す法線ベクトルに基づく比較法の結果は，

Node-to-Surfaceアルゴリズムと三角形メッシュの法線
ベクトルを用いたときのものである．まず，代表値によ
る評価結果を表-3，4にまとめた．また，距離に基づく
比較において，コンター図とヒストグラムによる評価
結果をそれぞれ図-11− a，12− aに示す．法線ベクトル
に基づく比較における両者をそれぞれ図-11− b，12− b
に示す．
表-3，4と表-1，2の結果を比較すると変形していな
い机の方が vi，ve の値が大きくなった．実測点群には
ノイズなどの誤差が含まれるため変形の大きさよりも
点群の処理方法などが viや veの値に大きく影響してい
ると考えられる．図-11− a，11− bのコンター図から天
板中央部で viや veの値が小さくなることがわかる．し
かし天板中央部以外の値も非常に小さい値であるため，
全体的に一致していると解釈できる．図-12− a，12− b

図–10 机の寸法
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図–11-a 距離に基づく比較
法

図–11-b 法線ベクトルに基
づく比較法

図–11 机による数値例のコンター図

図–12-a 距離に基づく比較
法

図–12-b 法線ベクトルに基
づく比較法

図–12 机による数値例のヒストグラム
のヒストグラムからアクリル板の数値例と異なり vi や
ve の小さい点は多くなかった．したがって，アクリル
板の数値例よりも外れ値が少ないことが読み取れる．

5. 結言
通常の有限要素法解析の妥当性確認のために，TLS
で取得できる点群データを解析結果と比較する方法，特
に距離や法線ベクトルに基づき，代表値，コンター図，
ヒストグラムによって評価する比較法を複数作成した．
これらの比較法を TLSで取得したアクリル板と机の点
群データに適用し，数値的な調査を行った．1つ目のア
クリル板による数値例では，2種類の点群処理方法を試
したが同じ点群データにもかかわらず viや veの値の適
用結果は大きく異なるものとなった．2つ目の机による
数値例では，変形がアクリル板による数値例よりも小
さかったが vi，ve の値はアクリル板の数値例よりも大
きくなった．それぞれの結果において，いくつかの代
表値では，実測点群の外れ値の影響が大きいことがわ
かった．その主な原因は実測点群に含まれるノイズな
どの誤差であると考えられる．そのため外れ値の影響
を受けにくい代表値は中央値であった．また，点群処
理方法の違いが代表値に約 10倍の違いを生むこともわ
かった．実測点群においては，点群処理方法が最も結
果に影響を与えていると考えられる．
今後は点群処理方法にかかわらず評価できる比較法
を作成する予定である．それには，まず点群から三角
形メッシュを作らずに点のままメッシュと比較する方
法の考案が必要であると考えられる.
謝辞: 本研究は日本学術振興会科研費 JP22K14167の
助成を受けたものである．
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