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SPH法による有限ひずみ弾塑性解析のV&V 
V&V of finite strain elasto-plastic analysis by SPH method 
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Remeshing is necessary in the case of large deformation, crack propagation, and fracture.However, the 
SPH method is meshless and can handle large deformations and fractures.The SPH method has been 
introduced to fluid and solid analysis and has been proven to be effective.The accuracy of the SPH method 
is often discussed in terms of the difference from the existing SPH method models.This study will clarify 
the accuracy of the finite strain elasto-plastic analysis by comparing the results with those of a general-
purpose FEM code. 
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1． はじめに 
塑性成形シミュレーションでは,有限要素法(FEM)など

メッシュベースの手法が理論的に成熟し,最も広く使用さ

れている.これらの手法の計算結果の信頼性は高品質のメ

ッシュに依存する.一方,工業界における製品形状の複雑

化に伴い,材料の大きな塑性変形やき裂進展,破壊現象の

数値解析が求められている.これらの現象を再現するには、

材料のすべりや体積の再分布が極端に発生し,メッシュ品

質やRemeshingによる計算精度低下,メッシュ再構築に必

要とする高度な作業などの課題が存在する. 
SPH(Smoothed Particle Hydrodynamics) 法は ,Lucy[1]と

Monaghan[2]に天体物理学において先駆的に開発された.
以来,流体力学及び固体力学問題のシミュレーションに多

くの研究者が着実に研究を進めて来た [3-9].中には , 
Limidoら（2007）やVillumsen and Fauerholdt（2008）は,ア
ルミニウム合金の高速切削の研究にSPHを適用し,切削力

について実験とシミュレーションの間で良い一致を得

た.MadajとPíška（2013）は直交切削シミュレーションを行

い，実験で生成された切屑の長さと形状をシミュレーシ

ョンで得られたものと比較したなど,SPH法のメッシュレ

ス性,パーティクルによる離散近似,大きな変形や亀裂、破

壊に対応できる特徴を活かし,固体への応用が多く行われ

ている. そのメッシュレス・アルゴリズムの有効性が実証

されている. 
ところで,SPH法のアルゴリズムは,まだその精度に関し

て既往のSPH法モデルとの差異を議論することが多く,十

分な研究が行われていない.一般構造物やマルチフィジッ

クス解析への展開に不安が残る. 
従来のSPH法は,固体のシミュレーションに用いると強

い数値振動を減衰させ,系を安定化させるため,人工粘性

が必要である.本研究では,Bonetら提案されたLagrangian 
corrected SPH法を採用,カーネル関数を参照配置のパーテ

ィクルと固定させ,カーネル関数をラグランジュ型に適用

し解析を行う.ASME V&V-40に準じ,基礎となる弾塑性解

析の精度がどの程度か,汎用FEMコードの結果と比較し明

らかにする. 

2． 基礎理論 
固体力学の問題はラグランジュ保存方程式を用いる.応

力と加速度の計算にシミュレーションドメインの初期位

置を参照する.すべての構成方程式や保存方程式は,基準

座標Xで表される. 
変位uは次式で与えられる. 

u = 𝑥𝑥 − 𝑋𝑋 (1) 

ラグランジュフレームワークでは,質量,運動量,エネル

ギー保存方程式は以下である. 

ρJ = 𝜌𝜌0  (2) 

ü =
1
𝜌𝜌0
∇0 ∙ ΡΤ (3) 
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𝑒̇𝑒 =
1
𝜌𝜌0
𝐹̇𝐹 ∶ Ρ (4) 

ここで,ρは密度,Ρは第1Piola-Kirchhoff応力テンソル,𝑒𝑒は
単位質量あたりの内部エネルギー,∇は勾配あるいは発散

演算子,添字0は,量または演算子が参照配置で評価するこ

とを示し,添字がない場合は現在の配置で評価されること

を示す. 
変形勾配Fは次式で与えられる. 

F =
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 =

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝐼𝐼 (5) 

参照配置から変形された現在配置に回転や伸長を記述

する変換行列である. 
ヤコビアンまたは体積変化率Jは 

J = det(𝐹𝐹) =
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑉𝑉0

 (6) 

変形勾配テンソルFよりGreen-Lagrangian ひずみテン

ソル𝛦𝛦は以下のようになる. 

𝛦𝛦 =
1
2

(𝐹𝐹𝑇𝑇𝐹𝐹 − 𝐼𝐼) =
1
2

(𝐶𝐶 − 𝐼𝐼) (7) 

ここで,Cは右Cauchy変形勾配テンソルである.オイラー

型Almansiひずみϵは, 𝛦𝛦から次式になる. 
 

ϵ = 𝐹𝐹−𝑇𝑇 ∙ 𝐸𝐸 ∙ 𝐹𝐹−1 =
1
2

(𝐼𝐼 − 𝐹𝐹−𝑇𝑇𝐹𝐹−1) (8) 

Cauchy応力テンソルは 

σ = K tr(𝜖𝜖)𝐼𝐼 + 2𝐺𝐺 �𝜖𝜖 −  
1
3  𝑡𝑡𝑡𝑡(𝜖𝜖)𝐼𝐼�

=  𝜆𝜆 𝑡𝑡𝑡𝑡(𝜖𝜖)𝐼𝐼 + 2𝜇𝜇𝜇𝜇 
(9) 

λとμはLam´e定数,K = λ + 2μ/3は体積弾性率,G = 
µはせん断弾性率である,2つの弾性率の関係は次式で与え

られる. 

E = 2𝐺𝐺(1 + 𝜈𝜈) = 3K(1− 2𝜈𝜈) (10) 

Eはヤング率,νはポアソン比である.応力の時間積分や

カーネル補正などについては,Bonetらの優れた連続体力

学の論文をご参照ください. 

3． 検証モデルと結果 

コード検証するため,ハリモデルを用いて検証を行った. 

Fig.1.強制変位5mmハリモデルのたわみ量の比較 

Fig.2.強制変位10mmハリモデルのたわみ量の比較 
変位量は理論解と良好に一致した.また,応力集中など

も考慮し矩形平板モデル,Vノッチモデル,矩形平板円孔モ

デルも行った.その結果を省略する. 

4． まとめ 

本研究では, SPH(粒子)法を用いて,ハリモデル,矩形平

板モデル,Vノッチモデル,矩形平板円孔モデルの弾塑性解

析を実施,汎用FEMコード(Ansys)と精度評価を行った.変
位やVonmise応力は,いずれのモデルにおいても良好に一

致した.また応力集中する場合,SPHモデルのパーティクル

間隔はFEMモデルの標準要素サイズと同じか1/2にするこ

とにより,SPHの解析結果はFEM解析結果と同等の精度を

有することがわかった.一般構造物やマルチフィジックス

への展開も可能と予測できる. 
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