
計算工学講演会論文集 Vol.29 (2024年6月) 日本計算工学会 

連続型Karhunen-Loève展開と 
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The method proposed by Koch et al. (2021) for simultaneous estimation of geometry and physical 
property using HMC utilizes a discrete KL expansion to reduce the number of physical property 
parameters, but the eigenvalue problem solved to construct discrete KL expansion depends on discrete 
points. Therefore, the eigenvalue problem must be solved again every time the discrete points move due 
to changes in the domain in the process of geometry estimation. On the other hand, (continuous) KL 
expansion has domain independence property, which means that the shape of the physical domain in a 
random field does not affect the realizations of the field estimated using (continuous) KL expansion. This 
property allows for only one eigenvalue problem to be handled. 
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1． はじめに 
一般に物理探査は物性値の推定により行われるが，対

象領域内部に空洞や亀裂など特異な領域が存在する場合，

それらの存在を無視したモデルを用いて逆解析を行うこ

とになり，特異領域を鮮明に可視化することが難しい．こ

の問題は，Koch et al. [1]により提案された形状と物性の同

時推定法（同時推定法と呼ぶ）により解決可能である．同

時推定法は，特異領域の境界位置に関するパラメータ（形

状パラメータと呼ぶ）を明示的に定め，物性パラメータと

同時に推定を行う手法である．また，同時推定法はベイズ

推論に基づく逆解析法であり，Hamiltonian Monte Carlo
（HMC）法[2]による効率の良いサンプリングと，離散型

Karhunen-Loève（KL）展開[3,4]を利用した物性パラメータ

数の削減により，次元の呪いを克服することで，確率的な

逆解析を実現している．一方で，同手法では，離散型KL
展開に起因し，HMCでの勾配計算で大きな計算コストが

生じることが問題であった．本研究では，連続型KL展開

とその領域独立性[5]を利用し，この高負荷計算を回避す

る新たな同時推定法を提案する．また，物性のみを推定す

る手法（物性推定と呼ぶ）との比較を行い，同時推定法の

優位性について検討する． 

2． 対象とする逆問題 
 土層𝒟と特異領域𝒟!の 2 領域からなる領域𝒟"を考える

(𝒟 = 𝒟" ∖ 𝒟!)．土層𝒟では連続式とダルシー則 

∇ ∙ 𝐪(𝐳) = 𝑄(𝐳)	
𝐪(𝐳) = −𝑘(𝐳)∇ℎ(𝐳) 

(1) 
(2) 

により支配された定常浸透流が発生しているとする．こ

こで，𝐳 ∈ 𝒟，ℎは全水頭，𝐪は流束，𝑄は湧出量，𝑘は透水

係数分布である．また，境界条件は Dirichlet 境界か

Neumann 境界のいずれかであるとする． 
 以上の定常浸透流に関して，水頭・流量の観測から領域

𝒟"を可視化する逆問題を設定する．通常の逆解析では，特

異領域𝒟!の存在は仮定せず，領域𝒟"内が全て土層である

として，透水係数分布𝑘(𝐳)の推定を行うが，同時推定では

特異領域𝒟!の存在を仮定し，特異領域と土層の境界Γ!と
土層𝒟の透水係数分布𝑘(𝐳)を推定する．なお，解析過程で

土層𝒟は有限要素に分割されるが，それと同時に透水係数

𝑘(𝐳)は空間離散化され，𝐤 = [𝑘(𝐳#$), … , 𝑘(𝐳%$ )]&のようにベ

クトルとして表せる．ここで{𝐳'$}'(#% は各有限要素の中心

座標である．物性推定では，透水係数ベクトル𝐤が推定対

象となる．𝐤は後述の KL 展開によって，より低次元のベ

クトル 𝛉# で表される．また，形状推定ではΓ!を 𝛉) でパラ

メータ化するが，このとき𝒟，ひいては{𝐳'$}'(#% が 𝛉) に依存

することに注意する．最終的に，推定パラメータは𝛉 =
[ 𝛉# , 𝛉) ]&とまとめられる． 

3． ベイズ推論 
(1) 観測モデル 

 観測値𝐲は以下の観測モデルに従うとする． 

𝐲 = 𝐱(𝛉) + 𝐫 (3) 

ここで，𝐱(𝛉)は状態ベクトル（パラメータ𝛉を与えて順解

析を行ったときに得られる値），𝐫はガウス分布𝒩(𝟎,𝐑)に
従う誤差であり，観測ノイズと呼ばれる． 
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(2) ベイズの定理 

ベイズの定理は 

𝑝(𝛉|𝐲) =
𝑝(𝐲|𝛉)𝑝(𝛉)

∫ 𝑝(𝐲|𝛉)𝑝(𝛉)d𝛉
 (4) 

で表される．𝑝(𝐲|𝛉)は尤度であり，式(3)より 

𝑝(𝐲|𝛉) = 𝒩(𝐱(𝛉), 𝐑) (5) 

である．𝑝(𝛉)は事前分布であり，ガウス分布 

𝑝(𝛉) = 𝒩(𝛍, 𝚺*) (6) 

がよく用いられる．𝑝(𝛉|𝐲)は𝐲を観測した事後の𝛉の分布

（事後分布）であり，逆解析では𝑝(𝛉|𝐲)を得ることが目標

になる．式(5),(6)を式(4)に代入すれば， 

𝑝(𝛉|𝐲) ∝ expJ−𝜑(𝛉)L (7) 

と書ける．ただし 

𝜑(𝛉) ≡
1
2
(𝐲 − 𝐱(𝛉))&𝐑+#(𝐲 − 𝐱(𝛉)) 

						+
1
2
(𝛉 − 𝛍)&𝚺*+#(𝛉 − 𝛍) 

(8) 

である．全ての Markov chain Monte Carlo（MCMC）法に

おいて，𝑝(𝛉|𝐲)の定数部分は相殺されるため，exp	(−𝜑(𝛉))
を考えれば十分である． 
(3) Hamiltonian Monte Carlo法 

 Hamiltonian Monte Carlo（HMC）法[2]は MCMC 法の一

種である．HMC では補助ベクトル𝐩を導入し， 

𝑝(𝛉, 𝐩) = 𝑝(𝐩|𝛉)𝑝(𝛉|𝐲) (9) 

で表される同時分布を考える．一般に，𝐩には𝛉と独立な

平均 0 のガウス分布𝒩(𝟎,𝓜)が選択され 

𝑝(𝐩|𝛉) = 𝑝(𝐩) ∝ expJ−𝒦(𝐩)L (10) 

となる．ただし 

𝒦(𝐩) ≡ 	
1
2𝐩

&𝓜+#𝐩 (11) 

である．式(7),(10)を式(9)に代入すれば， 

𝑝(𝛉, 𝐩) ∝ expJ−ℋ(𝛉, 𝐩)L (12) 

と書ける．ここで，ℋ(𝛉, 𝐩)は Hamiltonian であり， 

ℋ(𝛉, 𝐩) ≡ 𝒦(𝐩) + 𝜑(𝛉) (13) 

と定義される．これにより，𝛉の探索は以下の式で定義さ

れる Hamiltonian dynamics に基づいて行われる． 

d𝛉
d𝑡 =

dℋ
d𝐩 =𝓜+#𝐩 (14) 

d𝐩
d𝑡 =

dℋ
d𝛉 = −

𝜕𝜑(𝛉)
𝜕𝛉  (15) 

HMC の特徴は，式(15)にて勾配の情報を利用することで

あり，これによって，ランダムな探索を行う従来の

Metropolis-Hastings 法と比べ，サンプリング効率が飛躍的

に改善される．なお，式(14)及び(15)は Leapfrog 法によっ

て𝑡方向に数値積分を行うのが通常である． 

4． Karhunen-Loève展開 

 Karhunen-Loève（KL）展開[3]とは，与えられた共分散

カーネルを持つ確率ベクトル（または確率過程）を，共分

散カーネルの固有値・固有ベクトル（または固有関数）を

用いた線形和の形で表す手法である．固有値の小さい項

を無視して近似を行い，パラメータの次元を減らす目的

で用いられる．以下では 2 つの KL 展開について述べる． 
(1) 離散型Karhunen-Loève展開 

 共分散カーネル𝐶(𝐱, 𝐲)を持つ平均𝐗Xの確率ベクトル𝐗に
対する KL 展開（離散型 KL 展開）[3, 4]は 

𝐗 = 𝐗X +YZ𝜆'

%

'(#

𝚽' 𝜃'#  (16) 

と書ける．ただし， 𝜃'~𝒩(0,1)# ，𝜆' , 𝚽'は固有値問題 

𝐂𝚽' = 𝜆'𝚽' (17) 

の固有値・固有ベクトルである．ここで𝐂は，(𝑠, 𝑡)成分が

𝐶(𝐳,$, 𝐳-$)である半正定値対称行列である．上述の通り， 
透水係数分布𝑘(𝐳)は有限要素法を利用するに当たって，

透水係数ベクトル	𝐤	へと離散化されるため，離散型 KL 展

開は自然に導入できる[1,5]． 
 さて，𝐂は離散点{𝐳'$}'(#% に依存するが，{𝐳'$}'(#% は形状パ

ラメータ 𝛉) を推定する過程で移動する．すなわち，𝐂は 𝛉)

に依存し，HMC において 𝛉) が更新される度に，式(17)の
固有値問題を解き直す必要がある．さらに，HMC では式

(15)の計算に，𝜆' , 𝚽'の勾配を要し，それぞれ以下の式で与

えられる． 

∂𝜆'
∂ 𝛉)

= 𝚽'
& ∂𝐂
∂ 𝛉)

𝚽' (18) 

∂𝚽'

∂ 𝛉)
= (𝜆'𝐈 − 𝐂).

∂𝐂
∂ 𝛉)

𝚽' (19) 

ここで，𝐈は単位行列，(∙).は Moore–Penrose 逆行列を表す．

つまり，𝚽'の勾配計算には，密行列	𝜆'𝐈 − 𝐂	の Moore–
Penrose 逆行列が必要であり，しかも HMC で 𝛉) が更新さ

れる度に計算されるため，非常に高負荷な計算となる． 
(2) 連続型Karhunen-Loève展開 

 𝑋(𝐳)を確率過程（無限次元の確率ベクトル）とみなした

場合，𝑋(𝐳)に対する KL 展開（連続型 KL 展開）は共分散

カーネル𝐶(𝐱, 𝐲)及び平均𝑋e(𝐳)を用いて 

𝑋(𝐳) = 𝑋e(𝐳) +YZ𝜆'

/

'(#

𝜙'(𝐳) 𝜃'#  (20) 

と書ける． 𝜃'~𝒩(0,1)# ，𝜆' , 𝜙'は積分方程式 

g 𝐶(𝐳, 𝐳∗)𝜙'(𝐳∗)d𝐳∗
𝒟

= 𝜆'𝜙'(𝐳) (21) 

の固有値及び固有関数である． 
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 連続型 KL 展開は，領域独立性という性質を持つ[6]．
これは，KL 展開により生成される確率過程の 1 次・2 次

モーメントが，領域変化に対して不変であるという性質

である．特に，ガウス過程に対する KL 展開では，KL 展

開そのものが領域変化に対し不変になる．例えば，領域Ω
に穴Ω2を開けたとしても，残りの領域Ω ∖ Ω2での確率場

は不変である（図 1）．この領域独立性より，任意の𝒟( 𝛉) )
を包括する仮想領域𝒟3（つまり𝒟3 ⊃ 𝒟( 𝛉) )）での KL 展

開によって，任意の𝒟J 𝛉) L(= 𝒟J 𝛉) L ∩ 𝒟3)での KL 展開を

扱える．つまり，固有値問題は，𝒟3上での KL 展開を構築

するためにただ一度解けば十分であり，𝒟(𝛉)の変化に応

じて繰り返し解く必要はない．また，ここで扱う固有値問

題は𝛉に依存せず，固有値問題の変化に起因する HMC で

の勾配計算も回避できる．なお，本研究では，式(21)の固
有値問題はNyström法によって数値的に解くこととした．

また，連続型 KL 展開で表された𝑘(𝐳)は，離散点{𝐳'$}'(#% を

代入することで，直ちに透水係数ベクトル𝐤に変換できる． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

5． 数値解析 

(1) 3つの逆解析法の比較 

a) 問題設定 

図2の1次元浸透流について透水係数分布を推定する逆

問題を考える．逆解析は，本論文で提案する同時推定，

Koch et al.の同時推定[1]，及びKL展開を用いた物性推定

の3つの逆解析法により遂行した．なお，物性推定には[5]
を用いた．提案手法がKoch et al.の同時推定法の結果を損

なわずに高速化を達成すること，同時推定と物性推定の

結果を比較し同時推定の優位性を示すことが目的である． 
 推定対象となる透水係数分布𝑘(𝑥)	は，図 3 のようであ

り，𝑥 = −1.2および𝑥 = 0.8を境に，周囲とは透水係数の大

きく異なる領域を持つ．境界条件は，右端では水頭が	0 で

一定とする．左端では水頭が変化し，𝑡	組目の条件におい

て		ℎ(𝑡) = 	0.1 + 	0.01(𝑡 − 1)		(𝑡 = 1,… ,31)	とする．なお，

水頭の単位はメートル(m)である．この 31 組の境界条件

に対する定常流に関して，6点（図 2 の赤色の×印）での

水頭と，右端での流量の観測情報を用いて，物性推定およ

び同時推定を行う．物性推定での推定対象は，各有限要素

における透水係数𝐤である．同時推定での推定対象は，領

域の境界の座標	𝑥#, 𝑥)	（つまり 𝛉) = [	𝑥#, 𝑥)	]&）と，各有限

要素における透水係数𝐤とする．いずれの推定法でも，𝐤 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
は KL 展開を用いた近似により，低次元なパラメータ 𝛉#

で表される．このとき，𝐤の非負性を保証するために，

𝑘o(𝑥) = 	 log#5𝑘(𝑥)がガウス過程に従うとし，𝑘o(𝑥)（または

𝐤s）に対して KL 展開を用いた．𝑘oの共分散カーネルは 

𝐶(𝐱, 𝐲) = 𝑣expu−
(𝐱 − 𝐲)&(𝐱 − 𝐲)

2𝑙) w (22) 

とする．ここで𝑣は相関スケール，𝑙は相関長であり，本解

析ではハイパーパラメータである．相関スケールは，すべ

ての解析で𝑣 = 1とした．相関長𝑙は，物性推定では， 0.5, 
1.0 または 2.5m，同時推定では 2.5, 5.0 または 10.0m とし

た．同時推定では，領域−5 ≤ 	𝑥 ≤ 𝑥#	, 𝑥) ≤ 𝑥 ≤ 5（図 2の

薄い灰色部分）の𝑘o(𝐳)（または𝐤s）と領域−𝑥# ≤ 𝑥 ≤ 𝑥)（図

2 の濃い灰色部分）の𝑘o(𝐳)（または𝐤s）は，それぞれ別の

KL 展開により近似した．KL 展開では，いずれの場合も

𝜆' ≥ 10+6	を満たす項を採用した．事前分布は，

𝛉# ~𝒩(𝟎, 𝐈), 𝛉) ~𝒩([−2.5,2.5]&, 2.5)𝐈)とし，有限要素数は

𝑁 = 40とした． 
b) 数値解析結果 

図4に推定された透水係数分布を示す．(A),(B),(C)はそ

れぞれ，物性推定，Koch et al.の同時推定および本論文で

提案する同時推定により得られた結果である． 
 物性推定(A)の𝑙 = 2.5 では，対象領域の中央部におい

て透水性が小さな傾向にあるが，急激な透水係数の変化

を捉えきれていない．これは，中央部分の透水係数が異な

る領域の幅に対して𝑙が大きく，空間的な物性値の急激な

変化を表現できないためである．𝑙 = 1.0では，𝑙 = 2.5の推

定と比べ，95%信用区間（95%CI）が拡大したものの，

95%CI が真値を包括するまでは至らず，透水係数の変化

を捉えられていない．𝑙 = 0.5では，95%CI が真値を概ね

包括しており， 特異領域を検出できているが，結果の分

散が大きく，明瞭な可視化とは言えない． 

図 3 透水係数分布 

x1 x2

h = h(t) h = 0

Water flow

図 2 1 次元浸透流問題 

-5 -2.5 0 2.5 5
x [m]

10°5

10°3

10°1

101

k
(x

)
[m

/s
]

 

図 1 領域独立性（	Ω ∖ Ω7	でのガウス確率場は，

Ω7の有無によらず不変） 

Ω
Ω!

Ω ∖ Ω!
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 2 つの同時推定の結果(B)(C)は，ほぼ一致した．𝑙 =
5.0, 10.0の推定結果は，95%CI が真値をほぼ包括してお

り，物性値の急激な変化も捉えられていることから，十分

な精度を有していると言える．特に	𝑙 = 10.0の場合は，平

均値，中央値が共に真値と近い推定となった．一方，𝑙 =
2.5の場合は，95%CI が真値をほぼ包括していないことか

ら，同時推定においても，適切な𝑙の選択が重要であるこ

とが分かる．また，提案する同時推定は，Koch et al.の同

時推定よりも，勾配計算で 4~7倍程度，解析全体で 2~3倍
程度高速化された． 
(2) 2つの同時推定の計算時間の比較 

a) 問題設定 

 先ほどと同様の問題設定で，有限要素数𝑁を変更して，

HMCでの勾配計算（式(15)中の 𝜕𝜑(𝛉)/	𝜕𝛉）に要する時間

に関して，提案する同時推定とKoch et al.の同時推定[1]の
比較を行った．有限要素数𝑁は40, 80, 160, 320, 400, 800, 
1600, 3200, 4000とした．また，相関長𝑙は10.0mとした． 
b) 数解析結果 

 図5に計算時間の結果を示す．横軸が有限要素数，縦軸

が計算時間であり，オレンジ点がKoch et al.の同時推定，

青点が提案手法に対応する．Koch et al.の同時推定の計算

量オーダーは𝑂(𝑁))程度であるのに対し，提案手法では

𝑂(𝑁)程度であり，大幅に計算速度が改善されていること

が確認された．実際，有限要素数𝑁 = 40では約4倍の高速

化であったのに対し，𝑁 = 4000では約1000倍の高速化が

達成されている． 

6． 結言 

本研究では，連続型KL展開の領域独立性を利用した新

たな同時推定法を提案した．数値解析による検証では，以

下を示した． 

・ KL展開を用いた物性推定では，空間的な物性値の急

激な変化を精度良く捉えられないが，同時推定では，

形状パラメータの導入により，適切な相関長を選べ

ば，急激な変化も精度良く検出できる. 
・ 提案した同時推定は，Koch et al.の同時推定の結果を

損なうことなく，計算量を1オーダー程度改善する． 
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図 4 透水係数分布の推定結果 図 5 勾配計算の時間比較 
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