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Darcy-Brinkman流の w-p陰的有限要素解析手法の開発
Development of a Darcy-Brinkman style w-p implicit finite element analysis method.
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Darcy and viscous resistances exist as resistance acting on a fluid flow in porous media. The Darcy-Brinkman
equation is known as the governing equation for porous flow considering both resistances. In this study,
a dynamic w-p analysis method was developed based on the Darcy-Brinkman equation as the governing
equation, expecting the future connection to geomechanics. The method is characterised by (1) implicit time
integration scheme, (2) the consideration of fluid viscosity, and (3) spatial discretization by the combination
of FEM and FVM. The method was verified for plane-Poiseuille, Couette and Cavity flows. The applicability
to problems with highly permeable soils and tangential flow boundary were verified.
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1. はじめに
飽和土の水～土骨格連成解析手法の多くは，間隙水の
浸透が準静的に生じることを仮定する u-p formulation
に基づいて定式化されている．しかし，u-p formulation
は間隙水が動的にも浸透しうる高透水性土の連成問題
や，不安定化問題に対して適用困難に陥ることが報告
されている．この問題を克服するため，筆者らの研究
グループでは間隙水の相対加速度・相対移流を考慮した
u-w-p formulationに基づく水～土骨格連成弾塑性有限
変形解析手法を開発してきた（Noda and Toyoda [1]）．
しかし，以下の理由から，同手法においては流体モデ
ルの更なる高度化，とくに流体粘性の考慮が必須とな
ると考えている．
• Noda and Toyoda は，Darcy 抵抗のみを考慮して
いるが，飽和土中の流体に働く主要な抵抗として
「Darcy抵抗」に加えて，「粘性抵抗」が存在する．
高透水性土においては，Darcy抵抗が非常に小さく
なり，流体の粘性抵抗が支配的となるものの，そ
の影響を考慮できない．
• 流速を陽に未知数にとる u-w-p formulation では，
領域境界での接線方向流速を境界条件として与え
ることが可能であるが，流体粘性によるせん断応
力の伝達（摩擦）が考慮されない場合，境界近傍
の流速分布を適切に評価できない可能性がある．
• 「Darcy抵抗」と「粘性抵抗」の両方を考慮した多
孔質体流れの支配方程式としてDarcy-Brinkman方
程式（以下，D-B方程式と記す）[2]～[3]が知られ
ている．将来的に地盤領域のみならず流体領域も
含めた統一型解法を実現するには，地盤中のDarcy
流と流体領域でのNavier-Stokes流を区別なく説明
可能な D-B方程式に基づく定式化が必要となる．

　そこで本研究では，D-B方程式を支配方程式とする
動的 w-p飽和浸透流解析手法を新たに開発した．ここ

では簡単のため，空間に固定された多孔質体中の浸透
流を対象とするが，本手法は将来的に地盤の水～土連
成有限変形解析に実装することを念頭に置いており，以
下の 3点に特徴づけられる．
(1) 陰的時間積分の採用（↔陽解法）
(2) FEMと FVM（Christian・田村流）の混合法による
離散化（↔Sandhu流）

(3) 流速 wと水圧 pを陽に未知数として連立する直接
型解法（↔分離型解法）

　本稿では，一次元浸透流，Couette流，Cavity流解析
を通して，提案手法の verificationを行うとともに，高
透水性土の動的浸透問題や水平流速を境界条件として
与える問題への適用性を示す．

2. 定式化手法の概要
本章では，本研究で扱う支配方程式および解析手法
を示す．
(1) 本研究で用いた仮定
本研究では，w-p formulationの基本となる「土骨格
が変形，運動しない」（固相速度 vs = 0）という仮定に
加え，簡単のために以下の仮定を用いた．
• 間隙水は非圧縮である（K f → ∞）
• 要素内の間隙率は一様である（∇n = 0）
• 自重を無視する（b = 0）

ここに，K f は水の体積弾性係数，nは間隙率，bは単
位質量あたりの物体力を表す．
(2) 支配方程式
本研究で用いた支配方程式は，以下の流量連続式（式

(1)）および D-B式（式 (4)）である．
a) 流量連続式（液相の質量保存則）

divw = 0 (1)
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ここに，wは間隙水の相対平均流速であり，固相速度
vs および液相速度 v f を用いて，w = n(v f − vs)と表さ
れる．
b) Darcy-Brinkman式（液相の運動方程式）
混合体理論に基づく液相の運動方程式は，次式で与
えられる．

ρ f D f v f = divT f + ρ f b + I f (2)

ここに，ρ f = nρ f，ρ f はそれぞれ液相および間隙水の
密度，D f v f = (∂w/∂t)/n+ (gradw)w/n2 − (gradn ·w)w/n3

は液相加速度，I f = −(γwn/k)w + pgradnは固相から受
ける固相と液相の相互作用力（右辺第 1項は Darcy抵
抗），pは間隙水圧，kは透水係数，γwは水の単位体積
重量である．ここで，液相分応力を

T f = −np1 + µ
[
gradv f + (gradv f )⊤

]
(3)

として，右辺第 2項の液相速度 v f の勾配に比例する粘
性応力を与えると（µは液相の粘性係数，1は恒等テン
ソル），前節 (1)の仮定の下で，D-B方程式が以下のと
おり導かれる．

∂w
∂t
+

1
n

(gradw)w = − n
ρ f gradp + ν∆w − ng

k
w (4)

ここに，ν(= µ/ρ f )は液相の動粘性係数である．
ここで，間隙水が液相として体積全体に平均化され
ているため，真の流体粘性と液相の流体粘性は異なる
と考え，液相のみかけの粘性係数 µは真の粘性係数 µreal

を用いて µ = nµreal として与えた．
D-B式（式 (4)）は，左辺の第 1項が流速の時間変化
項，第 2項が移流項，右辺の第 1項が圧力勾配項，第 2項
が粘性抵抗，第 3項が間隙水が土骨格から受けるDarcy
抵抗を表す．水のみ充填された領域（k ∼ ∞，n=1）で
は，式 (4)は以下の非圧縮性流体の Navier-Stokes方程
式（以下，N-S式と記す）に一致する．

∂w
∂t
+

1
n

(gradw)w = − n
ρ f gradp + ν∆w (5)

また，式式 (4)において液相粘性を µ = 0とすると，以
下の加速度を考慮した Darcy則が得られる．

∂w
∂t
+

1
n

(gradw)w = − n
ρ f gradp − ng

k
w (6)

さらに，一様定常流を仮定すると，式 (6)は以下の静的
Darcy則となる．

w = −kgradh (7)

このように，D-B式は間隙率や透水係数の値によっ
て流体中，多孔質体中の両方の流れを表現できること
が分かる．
(3) 解析手法および定式化
本研究を行うにあたって，D-B式を用いた流体解析
手法の研究として藤澤ら [2]を参考にした．一方で，本
研究では地盤の変形解析との接続を念頭に置いている
ため，流体解析において最もよく用いられる手法とは
異なる解析手法を採用している．用いた手法の要諦を
以下 a)∼c)に示す．

a) 陰解法
流体解析でよく用いられる時間離散化手法は，支配
方程式が「現在の時刻」において成立していると仮定
して解く方法である（陽解法）．しかし，本研究では支
配方程式が「次の時刻」において成立していると仮定
して問題を解く方法（陰解法）に基づいて時間離散化
を行った．陰解法を採用した最たる理由は，地盤の弾塑
性有限変形に伴い剛性や幾何形状が刻々と変化してい
くことによる非線形性を考慮するためである．本研究
では，陰的時間積分公式として，Wilson-θ法 (θ > 1.37
で線形問題に対し無条件安定)を用いた．また，時刻歴
解析において，step毎に非線形連立方程式の解が収束
するまで反復計算（iteration）を行った．
b) 混合法
圧力場の安定性の観点から，間隙水圧 pを Christian・
田村流の物理モデルを用いた有限体積法で離散化した．
一方，wは移動流量境界条件 [1]の実装性の観点から，
有限要素法により離散化した．相対平均流速 wは一次
の Isoparametric要素を用いて有限要素離散化した．本
来，LBBK条件より流速の形状関数の最高次数が一次
かつ間隙水圧も有限要素法を用いて離散化を行うと解
が不安定となり求めることができない．一方で，今回
は間隙水圧を有限体積法により離散化することで形状
関数の最高次数が一次でも，PSPG項の導入といった工
夫をすることなく，圧力場の不安定性が解消できると
考えた．また，形状関数が一次であることから，境界
上の gradwは隣接する要素間で不連続（C0連続）とな
るが，Gaussの発散定理における領域内面積分の相殺を
考慮し，要素境界上の gradwの面積分には隣接 2要素
端の Gauss点における平均値を用いた．
c) 直接型解法
本研究で参考にした藤澤ら [3]の研究のように，流体
解析では流速場と圧力場に関する分離式を求めて解く
分離型解法（fractional step法，MAC法など）がよく用
いられる．しかし本研究では，Noda and Toyoda[1]の
u-w-p formulationに基づき，強連成解析を前提として
いるため，wと pを陽に未知数にとり，式 (1)と式 (4)
を連立して解く直接型解法を採用した．

以上を踏まえつつ離散化すると，本研究における領
域全体での解くべき連立方程式は以下にようになる．

([Mwn] + [Cw]) + [VI]
+ θ∆t

2 ([Mk] + [Cw] + [Dw]) [b] − [L]T

θ∆t
2 [L] 0


{ ˙{w}|t+θ∆t
{p}|t+θ∆t

}

=


{ f }|t+θ∆t

−([Mk] + [Cw] + [Dw] + [VI])({w}|t+θ∆t
θ∆t
2

˙{w}|t+θ∆t)
−[L]({w}|t+θ∆t +

θ∆t
2

˙{w}|t+θ∆t)


(8)

ここに，{w}， ˙{w}は各節点での間隙水の相対平均流速，
相対平均加速度を並べた係数列ベクトル，{p}は各要素中
心での間隙水圧を並べた係数列ベクトルである．[Mwn]
は，式 (4)の時間変化項，[Cw]は移流項，[VI]は粘性
抵抗による項，[Mk]は Darcy抵抗，[b]，[Cw]，[Dw]は
動水勾配項に由来する係数マトリクスである．[L]は節
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点流速を要素毎の間隙水の体積時間変化率に変換する
係数マトリクスである．{ f }は外力自由度からなる係数
列ベクトルである．

3. 解析結果
本章では，開発した動的 w-p飽和浸透流解析手法に
より，(1)一次元飽和浸透流，(2)Couette流，(3)Cavity
流を想定した境界条件の下で行った動的非定常浸透流
解析の結果を示す．

(1) 一次元飽和浸透流
本節では，長さ 1m，幅 0.001mの矩形水路（図–1）の
両端にヘッド差を与えることで発生する水平浸透流を
解く．浸透方向に平行な壁面は非排水・non-slip条件と
した．

図–1 解析メッシュおよび境界条件（一次元飽和浸透流）

間隙水および多孔質体の材料定数を表–1に示す．解
析は，透水係数 kの値を 1.0×10−3cm⁄sから 1.0×105cm⁄s
まで 10倍ずつ段階的に増加させた計 9ケース行った．
また，初期相対平均流速は領域全体で w(t = 0) = 0と
し，領域全体で相対平均流速 wが定常状態に達するま
で解析を継続した．

表–1 材料定数・解析条件（一次元飽和浸透流）
材料定数

水の単位体積重量 γw(kN/m3) 9.81
流体粘性 µ(m · Pa) 1.0

間隙率 n 0.5
透水係数 k Case毎

解析条件
動水勾配 Ie 1.0

なお，D-B式 (4)の水路鉛直断面での定常水平流速分布
の理論解は以下のように導かれる．

wx = kIe

1 −
cosh
(√

nγw
µk

(
y − B

2

))
cosh
(√

nγw
µk

B
2

)
 (9)

ここで，Bは水路幅，yは水路中央から水路垂直方向へ
の距離を表す．定常流速分布は，図–2に示すように，透
水係数が小さい場合は Darcy則に従う一様分布になり，
透水係数が大きくなるにつれて，双曲線がを経て二次
曲線（平面 Poiseuille流）へと形状が変化してゆく．
図–3に 3種類の代表的な透水係数 1Ok=1.0×10−3cm⁄s，

2Ok=1.0×100cm⁄s， 3Ok=1.0×103cm⁄sに対する定常水平
流速分布の解析結果に示す．図中の赤線は式 (9)の理論
解を示す．

図–2 透水係数に応じた定常流速分布の理論解の変化

1Ok=1.0 × 10−3cm⁄s 2Ok=1.0 × 100cm⁄s

3Ok=1.0 × 103cm⁄s

図–3 解析結果（定常水平流速分布）

1Oでは壁面近傍で解の振動が見られた．これは，低
透水性土において速度境界層が薄くなるため（cf. 理論
解），壁面近傍の速度勾配を捉えるためにはより高精細
なメッシュ分割が必要であることを反映している．つま
り，Darcy抵抗が十分に大きい低透水性土では，速度の
二階空間勾配で記述される粘性抵抗の影響が相対的に
限りなく小さくなり，方程式系（式 (1)，(4)）の空間勾
配の最高次数が 0次（加速度を考慮した Darcy則）に
近づくため，壁面での non-slip境界条件が無効となった
結果，一様流量を達成するために図–3 1Oのような流速
分布となったといえる．なお，壁面の境界条件を slip条
件（流体粘性非考慮）とすると，一様流速分布が解かれ
るが，その解は壁面のごく近傍を除き理論解（式 (9)）
とほぼ一致することから，低透水性土においては，D-B
方程式の流体粘性を無視した解析であっても十分妥当
するといえる．一方， 2O， 3Oでは曲線状の定常流速分布
が得られた．これは，透水係数が大きい場合，流体粘
性の影響が無視できなくなるため，解が静的 Darcy則
にしたがう一様流速分布から乖離してゆくことによる．
また，解析結果が理論解と一致することから，本手法
の有効性を確認した（Verification）．また，本稿では省
略するが，3ケースともに時間経過に伴って解が収束し
ていく様子も見られた．
次に，図–4に管路中央の定常流速と透水係数の関係
を示す．仮に，流れが Darcy則に従っているとすれば，
動水勾配一定のとき，定常状態での相対平均流速は透水
係数に比例することとなる．一方，解析結果ではDarcy
則には従わず，透水係数が上昇しても相対平均流速が
頭打ちとなる結果が得られた．これは，透水係数が大
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きくなるほど，抵抗力に占める流体粘性の影響がDarcy
抵抗に対し支配的となることによる．このことから，
Forchheimer則 [4]～[5]に代表されるような高透水性域
での非 Darcy性が流体粘性の影響によって説明できる
可能性が示唆された．

図–4 透水係数と相対平均流速の関係

(2) Couette流
本節では，長さ 1m，幅 0.001m矩形水路（図–5）の
上側壁面が一定の速度で運動した際に水路壁～流体間
の摩擦力が駆動力となって生じる Couette流を解く．浸
透方向に平行な壁面は非排水・non-slip条件とし，水路
上端壁面の変位速度を V0 とした．
材料定数および解析条件を表–2に示す．解析は流体
のみの領域を想定して行ったため，間隙率を 1.0とし，
透水係数は十分大きい値として 1099 cm/sを用いた．ま
た， 1O流体粘性がない場合（= 0）と 2O流体粘性がある
場合（= 1.0）の 2ケースについて解析を行った．初期
相対平均流速は領域全体で w(t = 0) = 0とし，領域全
体で相対平均流速 wが定常状態に達するまで解析を継
続した．

図–5 解析メッシュおよび境界条件（Couette流）

表–2 材料定数・解析条件（Couette流）
材料定数

水の単位体積重量 γw(kN/m3) 9.81
流体粘性 µ(m · Pa) case毎

間隙率 n 1
透水係数 k 1099

解析条件
動水勾配 Ie 0

壁面速度 V0(m/s) 0.1

定常状態での相対平均流速分布の理論解を以下に示す．

ここで，yは水路下端壁からの垂直距離である．

wx = V0
y
B

(10)

図–6に鉛直断面での流速分布の解析結果を示す．図
中の赤線は式 (10)の理論解を示す．

1O流体粘性なし 2O流体粘性あり

図–6 解析結果（Couette流）

1Oの解析結果では，流速分布の変化はあまり見られ
なかった（Gibbsの現象のような壁近傍での流速場の振
動は確認されたが，断面全体での水平積分流量がゼロ
となるような分布をとった）．一方で， 2Oの解析結果で
は理論解と解析結果がよく一致した．図–6より流体粘
性を考慮しない場合では境界流速を与えることによる
領域内での流速の発生は限定的であるのに対し，流体
粘性を考慮した場合のみがCouette流を解くことができ
たといえる．このことから，河床の変形など，水平流
速により駆動される浸透流および地盤の変形を解く場
合には，境界近傍での流速場を適切に解く必要がある
と考えられるが，その際には抵抗則として Darcy抵抗
のみの考慮では不十分であり，流体粘性を考慮するこ
とが重要な役割を果たすことが分かった．

(3) Cavity流
本節では，0.001m×0.001mの壁面に囲まれた領域内

（図–7）において，境界条件として流速を与えた際に，
領域内で渦を巻く流れである Cavity流を解く．Couette
流と同様に，壁面～流体間の摩擦力により流速が発生
する．領域の壁面は非排水・non-slip条件とした．領域
上端の壁の速度を V0 とした．

図–7 解析メッシュおよび境界条件（Cavity流）
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材料定数および解析条件を表–3に示す．解析は流体
のみの領域を想定して行ったため，間隙率を 1.0とし，
透水係数は十分大きい値として 1099 cm/sを用いた．壁
面速度の値は 1O V0=0.1 m/s（Re = 100）， 2O V0=1 m/s
（Re = 1000）の 2ケース行った．初期相対平均流速は
領域全体で w(t = 0) = 0とし，領域全体で相対平均流
速 wが定常状態に達するまで解析を継続した．

表–3 材料定数・解析条件（Cavity流）
材料定数

水の単位体積重量 γw(kN/m3) 9.81
流体粘性 µ(m · Pa) 1.0

間隙率 n 1
透水係数 k 1099

解析条件
壁面速度 V0(m/s) case毎

図–8，図–10に領域内の流れの様子を，図–9，図–11
に Cavity流のベンチマークとしてよく用いられる先行
研究 [6]と本解析結果について，領域中央での相対平均
流速比較を示す．矢印の大きさは流速の大きさを示す．
図–8では領域内で渦を巻く様子が見られた．また，解
析結果が，鉛直・水平方向ともに先行研究と概ね一致す
る結果が得られた．一方で，レイノルズ数が Re =1000
となる流れでは，流れの様子が振動しており，解析結果
も先行研究とは離れた値となった．Re =1000の流れで
は，流速が先行研究と比べて小さい値となっているこ
とから，今回用いたメッシュだと壁面近傍の流速の勾配
の大きさを評価できなかったことが考えられる．本稿
では省略しているが，実際に要素数を変えないまま壁
面近傍をより細かく，領域中央をより粗くしたメッシュ
で同様の解析を行ったところ，解析結果が先行研究 [6]
とよく一致することが確認できた．

図–8 領域内の流れの様子
（Re = 100）

図–9 先行研究と解析結果の比
較（Re = 100）

次に，Re = 100（V0 = 0.1m/s）となる流れについて
領域内の下部に多孔質体（n = 0.5）を挿入したケース
（図–12）について示す．解析は， 1O k=1.0 × 10−3cm⁄s，

2O k=1.0 × 103cm⁄sの 2ケースについて行った．間隙水
の材料定数は表–3と同じである．
解析結果として，領域内の流れの様子を図–13に示す．
2Oでは流体のみのときと同じように領域全体で流速分
布が広がっていた．これは高透水性領域においてDarcy
抵抗の影響が小さかったためである．一方で， 1Oでは，
土中の流速が流体領域に比べて極めて小さく，ほとん

図–10 領域内の流れの様子
（Re = 1000）

図–11 先行研究と解析結果の
比較（Re = 1000）

図–12 解析メッシュおよび境界条件（Cavity流-2）

1O k=1.0 × 10−3cm⁄s 2O k=1.0 × 103cm⁄s

図–13 領域内の流れの様子（Cavity流-2）

ど流体中でのみ渦を巻いているような流速の分布が得
られた．これは，透水係数が小さいために土と流体の
境界の鉛直方向流速が小さくなり，その結果土と平行
な方向の流速が大きくなり，このような分布となった
ためである．

4. まとめと今後の課題
地盤変形解析との連成を念頭に置いた陰的 w-p飽和
浸透流解析手法を開発し，典型的な諸例題への適用を
通して以下の知見を得た．
• 一次元飽和浸透流：間隙率や透水係数といった材
料定数を変えることで，動的 Darcy流や N-S流が
解かれることを示した．また，低透水の条件では
支配方程式が動的 Darcy則で十分である可能性を
示した．また，粘性抵抗を考慮した一連の解析か
ら，間隙流体の非 Darcy性が粘性で説明できる可
能性を示唆した．
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• Couette流：流体粘性を考慮することで，Coutte流
の解析を行い理論解と一致することを確認した．粘
性がない場合との解の比較より，水平流速の変動
による領域内での流速変化を適切にとらえるため
には流体粘性の導入が必要不可欠であることを示
した．
• Cavity流：N-S流における Cavity流れの解析解を
先行研究と比較し，Re = 100の時に流速分布の解
析解が先行研究と一致することを確認した．また，
多孔質体を含む Cavity流れの解析より，河床や海
底地盤のような水平流速が境界条件として含まれ
るような問題に対しても本手法を適用できる可能
性が示唆された．

また，今後の課題を以下に示す．
• 移流に対する安定化項の導入：本稿では紙幅の都
合上割愛したが，きわめて流速が大きい場合につ
いて，移流の影響により，本稿 3.(1)の一次元流れ
解析においても水路に直交方向の流速を生じ，解
が不安定化することが確認された．また，レイノ
ルズ数 Reが大きくなるほど，解析解がベンチマー
クから外れていったため，移流に対する安定化項
の導入も必要であると考える．
• Cavity流における間隙水圧分布の定式化手法・離
散化手法の検討：本研究では混合法を用いていた
にもかかわらず，「チェッカーボード不安定」が発
生した．地盤の変形解析との連成を行うためには，
間隙水圧の正しい解析が必要であるため，間隙水
の圧縮性を考慮するなどして，間隙水圧分布の不
安定化が生じない手法の開発が必要である．
• 解析手法の高度化：本研究をするにあたって，定
式化の段階で簡単のために様々な仮定を設定した．
地盤の変形解析 [1]との接続現象をより正確に解く
ためにはこれらの仮定を外して，解析手法をさら
に高度なものにする必要がある．
• 高速化：高精細なメッシュでの流体解析・強連成
水～土連成解析を高速に実行するには，ソルバの
改良や並列化についても検討する必要がある．
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