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ベイズ最適化を用いた非線形有限要素法の
解析パラメータ決定とその分散メモリ型並列化

Determination of Analysis Parameters for Nonlinear Finite Element Methods
Using Bayesian Optimization and Its Distributed-Memory Parallelization
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In nonlinear finite element methods for large-deformation elastic-plastic problems, solutions are often not
obtained depending on the setting of analysis parameters. Therefore, in this study, we proposed two paral-
lel search methods with distributed memory computers for analysis parameters that can achieve nonlinear
finite element analysis: the synchronous parallel search algorithm and the asynchronous parallel search algo-
rithm using Bayesian optimization. The proposed method was applied to a simple rectangular body torsion
analysis and achieved a 54.5% computation time reduction compared to random sampling in 32 parallel
executions.
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1. 緒言
構造物や機械の設計に際し，大きな応力や変形を再
現する場合には，塑性変形に伴う材料特性の非線形性
や，大変形に伴う幾何学的な非線形性を考慮した有限
要素法解析 (FEA: Finiete Element Analysis)[1]を行う必
要がある．しかし，この非線形有限要素法解析では反
復解法の収束性が入力パラメータの僅かな違いに大き
く影響を受けるため，必ず解析結果が得られる訳では
ない．加えて，非線形有限要素法解析では問題に応じ
て長大な計算時間が必要となるため，解を収束させる
ことのできる入力パラメータの特定に，大きな労力や
経験が必要となる場合がある．
また，非線形有限要素法におけるパラメトリックス
タディでは，逐次的な解析を行うと非常に長大な時間
を要する．そのため，柴田ら [2]や Suwa et al.[3]は，分
散型メモリ計算機を用いた静的負荷分散による並列計
算手法を提案した．この手法は，入力パラメータが解
析結果に与える影響の調査を目的としており，どのパ
ラメータの組み合わせであっても必ず解が得られるこ
とを前提とした上で，網羅的な数値解析を行っている．
そのため，解析不可能な場合については注目されてい
ない．
非線形有限要素法解析での解析パラメータに対する
応答のような，評価するコストの高いブラックボック
ス関数の最適化において，実験候補となるパラメータ
を選ぶ手法の一つに，ベイズ最適化 [4]が存在する．ベ
イズ最適化と非線形有限要素法解析を組み合わせた手
法として，Son et al.[5]は設計最適化手法を，Raviolo et
al.[6]は，構造物の非破壊検査を目的とした逆解析手法
を提案した．また，その中でベイズ最適化は，その他の

最適化手法（ディープニューラルネットワーク，一般パ
ターン探索，焼きなまし法，遺伝的アルゴリズム）と
比較され，関数の評価回数と最適化結果の 2点で優れ
た結果を示している．また，ベイズ最適化の欠点とし
て回帰のオーダーが訓練データ数の 3乗と大きいこと
が挙げられるが，目的関数評価に長時間を要する問題
ではその影響が小さい．そのため，評価するコストの
低い目的関数を多数評価する場合に高い探索効率を発
揮する他手法に対し，ベイズ最適化は非線形有限要素
法解析におけるパラメータ探索に適性の高い手法であ
ると考えられる．
本研究では，大変形弾塑性有限要素法解析における
解析可能な入力パラメータの，ベイズ最適化を用いた
探索手法を提案する．また，探索の高速化を図り，目
的関数の評価において同期的並列と非同期的並列の２
種類の分散メモリ型並列化を提案し，その並列性能調
査を行う．

2. 数値解析手法
(1) 解くべき問題
図-1で定義される境界値問題を考える．物体の領域は
Ωで，Ωの境界は Γとする．Γは変位境界 Γuと荷重境
界 Γt からなり，Γu ∪ Γt = Γと Γu ∩ Γt = ∅の関係があ
る．このとき，仮想仕事式は∫

Ω

δε̃⊤σdΩ −
∫
Γt

δũ⊤ tdΓ −
∫
Ω

δũ⊤bdΩ = 0 (1)

となる．式 (1)において，σはコーシー応力，tは Γt上
での面積力，bは Ω内での体積力，δũは仮想変位，δε̃
は 1

2
(
∂δũ/∂x + (∂δũ/∂x)⊤

)である．仮想変位 δũは形状
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図–1領域と境界

関数 Nと節点仮想変位 δuを用いて，
δũ ≈ Nδu (2)

のように近似される．式 (2)を式 (1)に代入すると，
r = 0 (3)

となる．ここで，
r = f int − f ext (4)

f int =

∫
Ω

B⊤σdΩ (5)

f ext =

∫
Γt

N⊤ tdΓ +
∫
Ω

N⊤bdΩ (6)

であり， f ext， f int はそれぞれ全体外力ベクトルと全体
内力ベクトルである．また，式 (5)における Bはひず
みと節点変位を変換する行列である．
本論文での数値解析において，大変形モデルとしては

Henckyモデル [7]を，弾塑性モデルとしては von Mises
の降伏条件 [7]と等方硬化則 [7]を使用した．Henckyモ
デルを用いると，式 (5)に示されるコーシー応力 σは
テンソル表記で次のようにあらわされる．

σ =
τ

det F
(7)

τ = D : (ε − εp) (8)

ε =
1
2

ln(F · F⊤) (9)

F = I +
∂ũ
∂x

(10)

ここで，τはキルヒホッフ応力，Dは弾性テンソル，ε
は Henckyひずみ，Fは変形勾配テンソル，Iは恒等テ
ンソルである．Henckyひずみの塑性部 εpは von Mises
の降伏条件の下で，等方硬化則に従う．

(2) 増分法と非線形方程式解法
大変形や弾塑性等の非線形を考慮した有限要素法解
析では，初期状態から目標とする状態までを複数のス
テップに分割して解析を行う．各ステップ内では，非線
形方程式の反復解法を用いて連立非線形方程式 (3)を求
解することで，力のつり合いを満たす変位を求める．こ
れを最後のステップまで繰り返すことで，最終的な変
位や応力の分布を求めることができる．そのため，途中
のステップで連立一次方程式が解けない等で計算が止
まってしまう場合，あるいは反復しても力の残差が小
さくならない場合，最終的な解を得ることができない．

本論文では非線形方程式の反復解法として，New-
ton Raphson法 [7]，修正Newton法 [1]，Broyden法 [8]，
BFGS法 [1]の 4つを使用している．使用する手法によ
り解析可能なステップ数に差が生じるため，この内の
どれを使用するかは，探索パラメータとした．
各ステップにおいて，式 (3)が解けたとする条件は次
式 (11)に示す力の残差∥∥∥ f ext − f int

∥∥∥
∥ f ext∥ (11)

が一定値を下回ることとしている．

3. パラメータ探索手法
(1) 探索における目的関数
本論文では，変位制御 [7]による FEAを行っている．
増分ステップ数が nとした際に，iステップ目以降の解
が得られない場合，解析の進行の割合は，i/nとなる．
そこで，最適化における目的関数は，i/nを出力とする．
探索では i/n = 1 を目的とし，入力パラメータを設定
する．

(2) ベイズ最適化
ベイズ最適化では，訓練データのガウス過程回帰に
よる統計モデルの構築，パラメータ空間内において統
計モデルに基づく獲得関数の値が最大となる点の選択，
その点での目的関数の評価，結果を訓練データに追加，
を繰り返すことにより最適化を行う．
ガウス過程回帰におけるカーネル関数 k(x, x′)には，

ARD (Automatic Relevance Determination)二乗指数カー
ネル，

k(x, x′) = exp

− d∑
i=1

∣∣∣x(i) − x′(i)
∣∣∣2

l2i

 (12)

を使用した．ここで，xは入力パラメータをまとめたベ
クトル，dは入力パラメータの次元，lはハイパーパラ
メータである．ハイパーパラメータは，回帰を 10回実
行するごとに，タイプ II最尤推定に基づき BFGS法に
よって最適化を行っている．
獲得関数には，期待改善量獲得関数 EI (Expected of

Improvement)，

αEI(x) = (µn(x)− y∗n)Φ
(

y∗n − µn(x)
σn(x)

)
+σn(x)ϕ

(
y∗n − µn(x)
σn(x)

)
(13)

を使用した．ここで，y∗n は訓練データにおける出力の
最大値，µn(x)，σn(x)はそれぞれ，回帰された正規分布
の平均と分散，Φ，ϕはそれぞれ，標準正規分布の上側
累積確率関数と確率密度関数である．
目的関数評価の並列化のためには，複数のパラメー
タによる FEAを並列実行する必要がある．これには，
先行研究 [3]を参考にし，分散メモリ間の通信規格であ
る，MPI (Message Passing Interface)を使用した．加え
て，他プロセスで実行中のパラメータの扱いに関して，
嘘つき法 [4] を使用し，ガウス過程回帰による予測値
µn(x)を仮の出力値として，一時的に訓練データに加え
ている．
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図–2同期的並列探索アルゴリズムのフローチャート

また，非線形方程式解法の種類や要素形状の種類な
ど，数値で表すことのできないパラメータについては，
2n 個の種類に対して n個の 0または 1をとる探索パラ
メータを追加し，その組み合わせで表現している．こ
れは，本来存在しない大小関係の設定を避けるためで
ある．

(3) 同期的並列探索アルゴリズム
同期的並列探索アルゴリズムのフローチャートを図-

2に示す．同期型並列探索アルゴリズムは，探索と FEA
の両方を行う 1つの代表プロセスと，FEAのみを行う
その他のプロセスで構成される．まず，代表プロセスが
並列プロセス数分の実行タスクを探索する．次に，得ら
れた実行タスクを各プロセスに割り振り，それに基づ
く FEAを並列に実施する．そして，全プロセスの FEA
が終了後に代表プロセスがその結果を確認し，目標を
達成してない場合は再度並列プロセス数分の実行タス
クを探索する．

(4) 非同期型並列探索アルゴリズム
非同期的並列探索アルゴリズムは，探索のみを行うマ
スタープロセスと，目的関数の評価である FEAのみを
行うワーカープロセスから構成される，マスター・ワー
カー方式で実装されている．分散メモリ型計算機におけ
るマスターとワーカーの関係を，図-3に示す．非同期的
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図–3分散メモリ型計算機における非同期的並列探索ア
ルゴリズムの模式図
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図–4非同期的並列探索アルゴリズムにおけるマスター
プロセスとワーカープロセスのフローチャート

並列探索アルゴリズムにおけるマスタープロセスとワー
カープロセスのフローチャートを図-4に示す．マスター
が次に実行するタスクを探索し，それをワーカーに送信
（MPI Send）することで割り当てている．そして，その
実行結果をマスターがワーカーから受信（MPI Recv）
し，終了判定をしたのちに訓練データに追加する．そ
して，再びマスターが次のタスクを探索し，ワーカー
に送信（MPI Send）するということを繰り返すことで，
目的関数の最適化を行っている．
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図–6降伏応力-相当塑性ひずみ線図

4. 数値例の解析条件
提案手法について並列数の影響を調査した．本節で
はその条件を示す．試行回数を増やすため，平均 104程
度の節点で構成される単純な形状であり，かつ増分ス
テップ数が数 10程度の，1回当たりの FEAに要する計
算時間の短い解析を対象としている．

(1) FEAにおける収束条件
各ステップでの非線形方程式解法における収束判定
は，式 (11)で定義される力の残差が 10−3を下回ること
とし，最大反復回数は 1,000回としている．また，テン
ソルの指数・対数は級数を用いて計算している．級数
の収束判定は項の値が 10−4を下回ることとし，最大反
復回数は 1,000回としている．

(2) 寸法・境界条件
寸法と境界条件を図-5に示す．直方体の一方の端面を
完全拘束し，もう一方の端面の長手方向変位を拘束した
上で，軸にそってねじるように強制変位を与えている．
目標とするねじり角度は 60◦ とした．材料は SGV410
を想定し，Young率は 203 GPa，Poisson比は 0.3とし，
解析には実験結果 [9]に基づく図-6に示す降伏応力-相
当塑性ひずみ線図を入力している．入力パラメータと
しては，各軸方向の要素数，非線形方程式解法，要素形
状，増分ステップ数を対象とした．それぞれの概要を
表-1に示す．組み合わせは総計 11,520通りであり，その
内の 0.45%が最後まで解析が可能なパラメータであっ
た．最後まで解析できた場合の解析結果の一例を図-7，
図-8に示す．図-7は変形後メッシュに相当応力を示すコ
ンターを重ねたものであり，図-8は横軸をねじり角，縦
軸をトルクとしたグラフである．非線形性がある解析
となっていることが確認できる．

(3) 使用する計算機
本研究で使用した分散メモリ型計算機の性能を表-2に
示す．計算機は 16コアの CPUを搭載したノード 4台

表–1探索パラメータ

パラメータの種類 ケース数 備考
軸方向要素数 5

1,716 ∼ 113,246節点厚さ方向要素数 6
幅方向要素数 6

非線形方程式解法 4

Newton-Raphson法，
修正 Newton法，

Broyden法，
BFGS法

要素形状 2
六面体一次要素，
四面体二次要素

増分ステップ数 8 3 ∼ 10 deg/step

図–7変形後形状・相当応力分布の一例
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図–8トルク-ねじり角度線図の一例

表–2使用した分散メモリ型計算機の性能

CPU
16 cores (Intel Core i9-12900)
× 4 nodes = 64 cores

Memory 64 GB (DDR4-3200) × 4 nodes = 256 GB

Storage 2 TB (SSD) × 4 nodes = 8 TB

Network 10 GbE

で構成されており，最大 64並列での解析が可能である．

5. ストロングスケーリングテスト
(1) テストにおける設定
並列数は 2，4，8，16，32，64の 6通りで実施した．
なお，16×n並列までは n個のノードを使用して探索が
行われる．また，非同期的並列探索アルゴリズムにお
いて，2並列（1マスター，1ワーカー）で実施した際
の目標達成までの計算時間を，逐次での目標達成まで
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の計算時間として処理している．初期の訓練データと
してランダムサンプリングによる 50ケースの結果を与
えており，実行中での次のタスクの選択はベイズ最適
化によってのみ行っている．また，初期訓練データは，
50ケースの内の全てで目標を達成していなかったもの
のみを採用している．初期訓練データは 4通りを用意
し，そのそれぞれでストロングスケーリングテストを
実施した．高速化率・並列化効率については，それぞれ
の初期訓練データを用いた場合で計算した．つまり，i
番目の初期訓練データによる並列数 pでの目標達成ま
での計算時間を T p

i とすると，その高速化率 rp
i と並列

化効率 ep
i は，

rp
i =

T 2
i

T p
i

(14)

ep
i =

T 2
i

p × T p
i

× 100% (15)

となる．そのため以降の評価では，目標達成までの計
算時間の平均を用いて計算した高速化率・並列化効率
ではなく，各高速化率・並列化効率の平均 (

∑4
i=1 rp

i /4，∑4
i=1 ep

i /4)を示している．

(2) 結果
横軸をマスターを含む並列数，縦軸を目標達成までの
計算時間の高速化率としたグラフを作成すると，図-9と
なる．また，横軸をマスターを含む並列数，縦軸を並
列化効率としたグラフを作成すると，図-10となる．な
お，両グラフともにプロットは平均値を，エラーバー
は最大値と最小値を示している．
図-9から，非同期並列探索では，高速化率の上昇は

32並列で止まり，64並列では 27%低下している．ま
た最大値は 32並列での 22.2であった．同期並列探索で
は，高速化率の上昇が 16並列で止まり，最大値は並列
での 10.8であった．また，並列数が増加すると非同期
並列探索の方が同期並列探索よりも高速化率が高くな
る傾向にあることが確認できる．これは，並列数が増
えると非同期並列探索においてマスターが１プロセス
使用することの影響が小さくなるとともに，同期並列
探索で同期待ちの時間の影響が大きくなるためである
と考えられる．
図-10から，非同期並列探索では，8から 32並列の間
では平均 67.0%と比較的高く，64並列では 25.3%と大
きく下がった．原因としては，嘘つき法によって仮に
設定される訓練データが多いことにより，探索に悪影
響を与えていることが考えられる．また，プログラム
の逐次実行時間の内，並列化ができる割合を α，並列台
数を pとすると，アムダールの法則 [10]に基づき理想
的な並列化効率 ep は，

ep =
1

α
(

1
p − 1

)
+ 1

1
p

(16)

となる．目的関数評価は並列化をしているが，ベイズ最
適化によるタスクの選択は並列化ができないため，α < 1
である．そのため，マスタープロセスのアイドル状態
がなくなる程度にまで並列数が増加すると，並列数の
増加に伴って並列化効率が低下すると考えられる．
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図–10並列数に対する並列化効率

表–3非同期的並列探索における，ランダムサンプリン
グとの比較

Number of
processors

Method
Number of
evaluations

Time (s)

32
Bayes 93.3 270.0

Random 150.5 593.7

64
Bayes 184.4 331.1

Random 195.1 359.1

6. ランダムサンプリングとの比較

比較的優れていた非同期的並列探索について，32並
列と 64並列でランダムサンプリングとの比較を実施し
た．初期の訓練データとしてランダムサンプリングに
よる 50ケースの結果を与え，それを 20通りに変化さ
せて実施した．目標達成までに必要であった計算時間と
目的関数の評価回数の，それぞれの平均を表-3に示す．
目的関数の評価回数とは，最初に最後までの解析を達
成したパラメータが，何番目に選ばれたのかを示して
いる．32並列では，ベイズ最適化を使用した方が，ラ
ンダムサンプリングよりも必要な目的関数の評価回数
が 38.0%減少し，計算時間は 54.5%減少した．64並列
では，ベイズ最適化を使用した方が，ランダムサンプ
リングよりも必要な目的関数の評価回数が 5.48%減少
し，計算時間は 7.80%減少した．ベイズ最適化を使用
した場合に，64並列よりも 32並列の方が優れた結果を
示した原因としては，前述のような嘘つき法による探
索への悪影響が考えられる．
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7. 結言
本研究では，非線形有限要素法解析において解析可
能な入力パラメータの探索を，分散メモリ型計算機を
用いて並列に行う手法として，並列ベイズ最適化を用
いた同期的並列探索アルゴリズム，非同期的並列探索
アルゴリズムの 2手法を提案した．
また，単純な直方体のねじり解析に対して提案手法
を適用し，ストロングスケーリングテストを行った．そ
の結果，非同期的並列では 32並列までは高速化率が上
昇したが，64並列では低下した．また，同期的並列で
は 8並列まで高速化率が上昇し，その後は大きく変化
しなかった．加えて，非同期的並列について，32並列
と 64並列でランダムサンプリングと比較した．その結
果，ベイズ最適化を用いた場合の方がランダムサンプ
リングを用いた場合と比較し，目標達成までの目的関
数の評価回数と計算時間が減少した．特に 32並列では
ランダムサンプリングに対し，平均して 45.5%の計算
時間で最後まで解析可能なパラメータを探索可能であっ
た．しかし，64並列では，ランダムサンプリングに対
し計算時間の削減が 7.80%となった．この原因として
は，嘘つき法により仮に設定される訓練データが多い
ことによる，探索への悪影響が考えられる．
今後の展望は，より多くの並列数でも並列化効率の
低下を防ぐため，獲得関数の吟味や，他の最適化手法
との比較を行うことである．また，途中まで同一とな
るような解析結果を共有することによる，目的関数評
価の効率化も検討している．
謝辞: 本研究は日本学術振興会科研費 JP22K14167の
助成を受けたものである．
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