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高精度粒子法SPH(2)を用いた
座標変換による効率的な自由表面解析
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This study is preliminary work for a SPH method with“σ-coordinate system”, which changes the vertical
resolution depending on the ocean depth, to simulate widely spreading inundation phenomenon faster and
more efficiently. In this study, we generalize the vertical coordinate transformation and utilize the SPH(2),
that satisfies second-order accuracy for second-order derivatives, for coordinate transformations. The co-
ordinate transformations for the ellipsoidal particle model and the bottom boundary-fitted particle method
were performed using the SPH(2) operators to demonstrate the effectiveness of the proposed method.
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1. 緒言
連続体解析に用いられる SPH法やMPS法などの粒
子法は，流体の分裂・結合現象を容易に表現できるた
め，津波や斜面崩壊などの災害シミュレーションに利用
されている．一方で，粒子法では一般的に着目粒子か
ら近傍粒子までの距離に応じて固定したカーネル関数
（重み関数の一種）を使った内挿近似を行うため，粒子
配置が乱れた場合，計算精度が担保されない．また，他
の数値計算手法に比べて計算コストが高いことが課題
となっている．前者の課題に対し本研究グループでは
Taylor展開の 2次の項までを満足する 2階微分モデル
（以下，SPH(2)と略記）を提案し，既往の SPHモデル
に対する優位性を確認してきた [1,2]．さらに，SPH(2)
は混合微分を含む 2階微分を個別に評価できるため座
標変換にも適用可能なモデルである．また，後者の課
題に対しては，σ座標系への座標変換を導入すること
で，水深に依らず鉛直方向の粒子数を不変とし，不必
要な粒子を削減することで高速化を図る．
本研究では，σ座標系への座標変換導入の基礎検討
として，鉛直方向の座標変換の一般化を行い，楕円粒
子法 [3]と底面境界適合型粒子法 [4,5]を融合させた座
標変換 (底面境界適合型楕円粒子法)を提案し，SPH法
への座標変換の適用性の確認と SPH(2)の妥当性確認を
行った．

2. 高精度粒子法 SPH(2)
(1) 流体の支配方程式

SPH 法を用いた Newton 流体の解析では，Navier-
Stokes方程式と連続の式を支配方程式としてその運動
を解く．本研究では SPH法の中でも非圧縮性流体を対

象とした半陰解法である ISPH (Incompressible SPH)法
を用いて解析を行った．非圧縮性流体を対象とした際
の Navier-Stokes方程式と連続の式はそれぞれ以下のよ
うに表される．

Dv
Dt
= −

1

ρ
∇p + ν∇2v + f (1)

∇ · v = 0 (2)

ここで ρ，p，ν，v，fはそれぞれ流体の密度，圧力，動粘
性係数，速度，流体に作用する外力を示す．また，ISPH
法では次の時間ステップ N +1の圧力の算出のために以
下の圧力 Poisson方程式（以下，PPEと略記）を解く．

∇2 pN+1 =
ρ

∆t
∇ · v∗ (3)

v∗ = vN +
(
ν∇2vN + f N

)
∆t (4)

(2) SPH法の空間離散化
SPH法では連続体を粒子により空間離散化し，粒子
の持つ物理量やその微分を，重み関数を用いることで
以下のように単純な近傍粒子の和で粒子離散近似（SPH
近似）する．

⟨ϕ⟩i :=
∑
j∈Si

V jϕ jwi j (5)

⟨∇ϕ⟩i :=
∑
j∈Si

V jϕi j∇wi j (6)

〈
∇2ϕ
〉

i
:= 2
∑
j∈Si

V jϕi j
ri j · ∇wi j

|ri j|2
(7)
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ここで V j は粒子 jの代表体積であり粒子の質量 m j と
密度 ρ jを用いて V j = m j/ρ jと表せる．ϕ jと wi j，r jは
それぞれ粒子 jの物理量，粒子 jの粒子 iに対する重
み，粒子 jの位置ベクトルを表す．ϕi jと ri jはそれぞれ
ϕi j := ϕ j − ϕi，ri j := r j − ri と定義される．また，Si は
粒子 iの近傍粒子の集合である．本論文で括弧 ⟨■⟩は，
近傍粒子の値を参照した SPH近似であることを意味す
る．なお，SPH法においては数値安定性の高さから圧
力勾配の算出には以下の和形式のモデルが頻用されて
いる．

⟨∇p⟩i := ρi

∑
j∈Si

m j

 p j

ρ2
j

+
pi

ρ2
i

∇wi j (8)

また，本研究では体積保存を満たすように密度の SPH
近似を用いて，式 (3)に示す PPEを次のように補正す
る安定化 ISPH法 [6]を用いた．

〈
∇2 pN+1

〉
i
=
ρ

∆t
⟨∇ · v∗⟩i + γ

ρ −
〈
ρN
〉

i

∆t2 (9)

ここで γは安定化パラメータと呼ばれ，1より十分小さ
い正の値をとる任意のパラメータである (0 < γ ≪ 1)．

(3) 高精度 SPH近似モデル
SPH 近似モデルは Taylor 展開を用いて導出される．
しかし前節で示した標準的なモデルや和形式のモデル
は，粒子離散化した際のユニティ条件の成立や規則的な
粒子配置を仮定して導出される．そのため，前節で示し
たモデルは粒子離散化した状態や計算点の動く解析に
おいて Taylor展開の 1次の項も満足しない．そこで本
研究では，1階微分の算出に SPH法で広く用いられる
1次精度の勾配モデル，2階微分の算出に SPH(2)[1,2]
を用いた．1次精度の勾配モデルと SPH(2)の式をそれ
ぞれ以下に示す．

⟨∇ϕ⟩(1)
i :=

∑
j∈Si

V jϕi j∇̃wi j; ∇̃ :=

∑
j∈Si

V j∇wi jrT
i j

−1

∇ (10)

〈∂2ϕ

∂x2

〉(2)

i

〈
∂2ϕ

∂z2

〉(2)

i
2
〈
∂2ϕ

∂x∂z

〉(2)

i

T

:= 2M−1
i

∑
j∈Si

V j

rT
i j∇̃wi j

|ri j|4
qi j

(
ϕi j − rT

i j⟨∇ϕ⟩
(1)
i

)
(11)

Mi :=
∑
j∈Si

V j

rT
i j∇̃wi j

|ri j|4
qi j pT

i j (12)

pi j := [A(x, x) A(z, z) A(x, z)]T (13)

A(a, b) := ai jbi j − rT
i j

∑
k∈Si

Vkaikbik∇̃wik (14)

qi j :=
[
x2

i j z2
i j xi jzi j

]T
(15)

ここで SPH近似 ⟨■⟩の上付き文字 (n)は Taylor展開の
n次の項までを満足するよう導出したモデルであること
を示す．なお本論文では 0次精度以下である標準的な
モデル (5–7)を 0次モデル，和形式のモデル (8)を和形
式モデル，1次精度の勾配モデル (10)を 1次モデルと
呼ぶ．

3. 座標変換の一般化
本研究で取り扱う鉛直方向の座標変換における変換
式は水平方向の座標を x，鉛直方向の座標を zとすると，
2次元条件下で以下のように表される．[

x
z

]
=

[
x
ẑ

]
; ẑ := αz + β (16)

ここで α，β ははそれぞれ座標変換時の鉛直方向の倍
率，鉛直方向の高さを定める，xに関する任意の関数で
ある．また，■̂は解析空間における値であることを示
す．続いて，この変換式におけるヤコビ行列 J を整理
すると，

J =


∂x

∂x

∂̂z

∂x

∂x

∂z

∂̂z

∂z

 =

1
∂β

∂x

0 α

 (17)

となる．さらにヤコビ行列 J を用いて実空間における
勾配と Laplacianを整理すると以下のように表される．

∇ϕ = J∇̂ϕ; ∇̂ :=

 ∂∂x ∂

∂̂z

T (18)

∇2ϕ = J∇̂T J∇̂ϕ =: cT
trans D̂ϕ (19)

ctrans :=




∂α∂x
2 + ∂2α

∂x2

z + ∂α∂x ∂β∂x + ∂
2β

∂x2

1

α2 +

∂2α

∂x2z +
∂2β

∂x2

2
2

∂α∂xz +
∂β

∂x




(20)

D̂ :=

 ∂∂̂z ∂2

∂x2

∂2

∂̂z2

∂2

∂x∂̂z

T (21)

座標変換を用いた解析では解析空間である x− ẑ座標系
において評価した物理量の 1階微分や 2階微分それぞ
れの値を用いることで，実空間での支配方程式を解く．
ここで標準的な Laplacianモデル (7)では 2階微分それ
ぞれの値を算出することができない．そのため，本研
究では標準的な Laplacianモデルと同様に，数学的な収
束性が保証されない Espanõl & Revenga[7]の 2階微分
モデルを 0次モデルとして用いた．〈

∂2ϕ

∂rI∂rJ

〉
i

:=
∑
j∈Si

V jϕi j
ri j · ∇wi j∣∣∣ri j

∣∣∣2
4rI

i jr
J
i j∣∣∣ri j

∣∣∣2 − δIJ
 (22)

ここで δIJはクロネッカーのデルタである．また，上式は
2次元条件下における式であり，本研究において r1 = x，
r2 = zである．

4. 座標変換の例
本章では，既往手法である楕円粒子法 [3]と底面境界
適合型粒子法 [4,5]に加え両手法を融合した底面境界適
合型楕円粒子法の 3手法について述べる．
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(1) 楕円粒子法
楕円粒子法 [3]は粒子のアスペクト比を変えることで
計算効率の向上を図った手法である．式 (16)で導入し
た変換式における αと βを以下のように定めると，楕
円粒子法に対応する．

α =
Ĥ

H
, β = 0 (23)

ここで Ĥと Hはそれぞれ解析空間と実空間における基
準線からの任意高さである．なお，αが 1より小さい
場合には実空間で縦長，1より小さい場合には実空間で
横長の楕円となる．

(2) 底面境界適合型粒子法
底面境界適合型粒子法 [4,5]は底面高さに応じた座標
変換を適用することで複雑な底面を有する問題を単純
な平面の空間上で高精度に解析可能にする手法である．
式 (16)で導入した変換式における αと βを以下のよう
に定めると，底面境界適合型粒子法に対応する．

α = 1.0, β = −h(x) (24)

ここで h(x)は実空間における基準線からの底面高さで
ある．

(3) 底面境界適合型楕円粒子法
底面境界適合型楕円粒子法は計算効率向上を目的と
した楕円粒子法と，複雑な底面を有する問題を対象と
した解析の精度向上を目的とした底面境界適合型粒子
法を組み合わせた手法である．そのため，本手法は計
算効率の向上と精度向上の両者が期待される．式 (16)
で導入した変換式における αと βを以下のように定め
ると，底面境界適合型楕円粒子法に対応する．

α =
Ĥ

H
, β = −

Ĥ

H
h(x) (25)

5. 座標変換を適用した流体解析
本章では前章で示した 3つの座標変換を伴う流体解析
を通して，SPH法への座標変換の適用性の確認と SPH
近似モデルの高精度化の優位性について検証を行う．本
章では表–1に示す離散近似モデルの異なる従来法と提
案法の 2つの手法での解析を実施する．なお速度の発
散には両手法で 1次モデル (10)を用いた．

表–1 離散近似モデルの組み合わせ

手法 Laplacian
（粘性項，PPE） 圧力勾配

従来法 1次モデル（式 (10)）
& 0次モデル（式 (22)）

和形式モデル
（式 (8)）

提案法 1次モデル
& SPH(2)（式 (11)）

1次モデル
（式 (10)）

また，本章で実施した解析には計算の安定化と高精度
化のために粒子配置を規則的な状態へと近づける OPS

（Optimized Particle Shifting）法と人工斥力により粒子
の過度な凝集を防ぐDS（Dynamic Stabilization），速度
分布を滑らかにする XSPHを導入した．

(1) 楕円粒子法: 静水圧問題
本検証での解析モデルを図–1に示す．なお本検証で
は，変換式を定める αが 0.5 ∼ 2.5の範囲での解析を実
施し，以下に示す圧力の厳密解 pexact と実時間 10秒に
おける解析結果 pSPH を比較した．

pexact(z) = ρgz (26)

ここで gは重力加速度である．なお，誤差の評価指標
には相対 L2 誤差 ep

L2 を用いた．

ep
L2 =

√∑
i
{
pSPH(zi) − pexact(zi)

}2√∑
i{pexact(zi)}2

(27)

図–1 楕円粒子法: 解析モデル

α = 2.5のときの実時間 10秒における解析結果を図–2
に示す．図–2より，低精度モデルを用いた従来法では
底面付近で圧力の乱れが発生している．また，圧力の
乱れに起因して静水圧問題において本来発生すること
のない速度が発生している．それに対し，提案法では
滑らかに圧力が分布し，速度の発生も低減されている
ことが確認できる．
次に，α = 2.5のときの実時間 10秒における解析で
の各計算点における圧力値と厳密解との比較を図–3に
示す．図–3より，従来法では圧力にばらつきがあり厳
密解からの乖離が顕著であるのに対し提案法では厳密
解と概ね一致していることが確認できる．
続いて，αが 0.5 ∼ 2.5での実時間 10秒における解
析での各計算点における圧力値と厳密解との相対 L2誤
差を図–4に示す．図–4より，提案法での誤差が従来法
よりも小さく，さらに本検証で適用した αの範囲内で
は高い精度で解が得られていることが確認できる．
以上より，楕円粒子法を適用した静水圧問題におけ
る検証において，従来法に比べ提案法の方が精度が高
く，厳密解と一致する妥当な結果が得られた．しかしな
がら，本検証で行った αの値 (0.5 ∼ 2.5)の範囲を超え
る値を適用すると，高精度モデルを用いた提案法であっ
ても安定した解析ができないことも明らかになった．
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図–2 α = 2.5における解析結果

図–3 α = 2.5における解析結果と厳密解の比較

図–4 楕円粒子法: 相対 L2 誤差

(2) 底面境界適合型粒子法: 静水圧問題
本検証での解析モデルを図–5に示す．解析モデルの
底面の基準線からの高さ h(x)は cos関数を用いて以下
のように表される．

h(x) = Rcos cos

2πx

Lx

 (28)

ここでRcosは底面の曲率を定める任意の定数であり，本
検証では 1.0 ∼ 5.0での解析を実施した．Lx は容器の
横幅であり，本研究では Lx = 50 cmとした．また，圧
力の厳密解 pexactと誤差評価指標である相対 L2誤差 ep

L2

はそれぞれ式 (26)と式 (27)で表される．

図–5 底面境界適合型粒子法: 解析モデル

Rcos = 5.0 のときの実時間 10 秒における解析結果
を図–6に示す．図–6より，低精度モデルを用いた従来
法では底面付近で圧力の乱れが発生している．また，圧
力の乱れに起因して静水圧問題において本来発生する
ことのない速度が発生している．それに対し，提案法
では滑らかに圧力が分布し，速度の発生も低減されて
いることが確認できる．
次に，Rcos = 5.0のときの実時間 10秒における解析
での各計算点における圧力値と厳密解との比較を図–7
に示す．図–7より，従来法では圧力にばらつきがあり
厳密解からの乖離が顕著であるのに対し提案法では厳
密解と概ね一致していることが確認できる．
続いて，Rcos が 1.0 ∼ 5.0での実時間 10秒における
解析での各計算点における圧力値と厳密解との相対 L2

誤差を図–8に示す．図–8より，提案法での誤差が従来
法よりも小さく，さらに本検証で適用した Rcos の範囲
内では高い精度で解が得られていることが確認できる．
以上より，底面境界適合型粒子法を適用した静水圧
問題における検証において，従来法に比べ提案法の方
が精度が高く，厳密解と一致する妥当な結果が得られ
た．しかしながら，Rcosが 5.0より大きな値を適用する
と，高精度モデルを用いた提案法であっても解析がで
きないことも明らかになった．これは，楕円粒子法と
同様の傾向であり，更なる計算効率の向上や本検証で
取り扱った底面より複雑な底面を有する問題の解析の
ためにも，座標変換の適用範囲の拡大が今後の改善す
べき課題として挙げられる．
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図–6 Rcos = 5.0における解析結果

図–7 Rcos = 5.0における解析結果と厳密解の比較

図–8 底面境界適合粒子法: 相対 L2 誤差

(3) 底面境界適合型楕円粒子法: ダムブレイク問題
底面境界適合型楕円粒子法では三角形障害物を有す
るダムブレイク問題 [8] を通して精度検証を実施した
（図–9）．実験 [8]では，G1（x = 557.5 cm），G2（x =
492.5 cm），G3（x = 393.5 cm）の 3点で水位が測定さ
れており，実験結果と解析結果との比較を行った．な
お本検証では，新たに構築した，SPH(2)を用いた底面
境界適合型楕円粒子法の有用性の検討のため，提案法
では底面境界適合型楕円粒子法，従来法では底面境界
適合型粒子法を適用した解析を実施した．ここで，底
面境界適合型楕円粒子法では鉛直方向の解像度を 2倍
にするため αを 2.0と設定した．

239 161 45 45 70

11.1
6.5

2.0

G3 G2 G1

図–9 底面境界適合型楕円粒子法: 解析モデル

解析結果を図–10に示す．図–10(a)より斜面付近にお
いて圧力の乱れはなく，動的かつ不連続点を有する問
題に対しても座標変換が適用可能であることが確認で
きる．また図–10(b)より，実空間での体積が解析空間
より小さくなっており，α = 2.0が適切に作用している
ことが確認できる．

続いて，測定点（G1，G2，G3）における水位の時間
遷移を図–11に示す．図–11(a)，(b)より，G1と G2で
は提案法に比べ従来法で実験結果と近い値をとってい
るが，従来法では波が減衰し実時間 20秒以降はほとん
ど一定の水位となっているのに対し，提案法では実験結
果と同様の傾向で水位が変化している．図–11(c)より，
G3 では，従来法では三角形障害物の右側の領域 (G1，
G2)と同様に実験結果に比べて大きく波が減衰している
が，提案法は実験結果と概ね一致し，従来法では見ら
れなかった分裂波の表現も確認できる．これらは，SPH
近似モデルを高精度にしたこと [5]や楕円粒子法と組み
合わせることで鉛直方向の解像度を 2倍にしたことな
どに起因すると考えられる．

図–10 実時間 3.6秒における解析結果
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図–11 各測定点における水位の時間遷移

6. 結論
本研究では，座標変換を有する既往手法である楕円
粒子法と底面境界適合型粒子法を融合することで効率
および計算精度の両者を担保する底面境界適合型楕円
粒子法を提案した．さらに，高精度な SPH近似モデル
である SPH(2)を底面境界適合型楕円粒子法に適用する
ことで更なる高精度化を図った．楕円粒子法や底面境界
適合型粒子法を適用した静水圧問題において，SPH(2)
を用いた提案法が標準的な SPH近似モデルを用いた従

来法に比べて精度が高く，さらに厳密解と概ね一致す
る結果が得られた．また，動的かつ不連続点を持つ三
角形障害物を有するダムブレイク問題において，底面
境界適合型粒子法を適用した従来法では実験結果と比
較して波が大きく減衰することが確認された．それに
対し，底面境界適合型楕円粒子法を適用した提案法で
は波の減衰が改善され実験結果と概ね一致する結果が
得られた．さらに，提案法による解析において従来法
では見られなかった実験と同程度の分裂波の発生も確
認した．
しかしながら，高精度モデルを用いた提案法であって
も，鉛直方向の倍率や底面の傾きが一定以上になると
安定した解析ができないことも明らかになった．その
ため，今後は自由表面や壁面などの境界条件を見直す
ことで座標変換の適用範囲の拡大を図る．その後，本
研究で一般化した座標変換の変換式を用いて水深に依
らず鉛直方向の粒子数を不変とする σ座標系への座標
変換を導入することでさらなる計算コストの低減を図
る．
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