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MINI要素による複数物体を伴う気液固体の
Multi-phase-fieldモデル三相解析

Multi-Phase-Field Model Three-Phase Analysis of Gas-Liquid-Solid

with Multiple Objects using MINI Element
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A finite element method based on a Multi-Phase-Field model for free surface problem is proposed in this

paper. Cahn-Hilliard equations are applied to estimate interface of gas, liquid and solid. MINI element,

bubble function element /linear element, is used to solve Cahn-Hilliard equations. A three dimensional

three-phase field fluid analysis with multiple objects is computed in this paper.
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1. はじめに
四面体（非構造格子）を用いた複数物体の扱いが可能

な気体・液体・固体におけるMulti-Phase-Fieldモデル三
相解析の数値解法について検討する．Multi-Phase-Field

モデルは，保存系のCahn-Hilliard方程式を採用する．本
研究では，時間方向に陰解法，空間方向に安定化を考
慮したMINI要素による混合有限要素法を提案する．

2. 自由表面流れにおける界面関数の基礎方程式
複数物体を伴う気液固体のMulti-phase-fieldモデルに

よる界面方程式は，流速を u，界面関数を ψi として次
の Cahn-Hilliard方程式により表される．
　 Cahn-Hilliard方程式（i = 1 ∼ N）

ψ̇i + u · ∇ψi = ∇ · {Mc (∇ηi)} (1)

N
∑

i=1

ψi = 1 (2)

Mc はモビリティである．界面関数 ψi は，ψ1 = 1で液
体，ψN = 1で気体，ψ2∼N−1 = 1で固体と定義する．各
節点上での密度 ρ，粘性係数 µは，界面関数 ψiと液体，
気体，固体の密度（ρL，ρG，ρS），粘性係数（µL，µG，
µS）を用いて式 (3)によって計算され，Navier-Stokes方
程式にわたされる．

ρ = ψ1ρL +ψNρG +

N−1
∑

i=2

ψiρS , µ = ψ1µL +ψNµG +

N−1
∑

i=2

ψiµS

(3)

式 (1)の ηi を次式のように表す．

ηi = 2ψi(ψi − 1)(2ψi − 1) − kψ
(

∇2φi + κ|∇φi|
)

(4)

κは界面曲率を示す．液相および固相は式 (1)の ψ1から
ψN−1 に関する N − 1個の方程式を連立して求め，気相
は式 (2)の関係式を用いて定義することにより，Multi-

Phase-Field 三相モデルの計算を行う．多くの Multi-

Phase-Field三相モデルでは，固相を一つのCahn-Hilliard

方程式で求めるが，複数物体が接した場合に物体同士
の認識ができず，複数の物体が結合してしまうといった
問題が生じる．本研究では，複数の物体（i = 2 ∼ N−1）
に対して，それそれ別々の Cahn-Hilliard方程式を求め
ることにより，物体同士を認識できるようにする．こ
こで，kψ，Mc を次式として定義する．

kψ =
a2
δ
h2

e

2b2
, Ma =

2b2

a2
δ
h2

e

M ′ , Mc =
2b2

a2
δ

M ′ (5)

M ′ = Mγ , b = 2 tanh −1(1 − 2λ) , λ = 0.1

M，γは界面モビリティ係数，界面エネルギー係数であ
る．式 (5)の導出において界面幅 δと Mcは以下の仮定
をした．

δ = aδhe , Mc = Mah2
e (6)

heは要素毎に定義されるメッシュ分割幅，aδ は連続的
に変化する界面幅（1分割の場合は 1.0，2分割の場合
は 2.0）である．本研究では aδ = 4.0を用いる．

3. 時間方向の離散化と空間方向の離散化
本研究では，Cahn-Hilliard方程式を用いて計算を行

う．時間方向の離散化には，陰的解法を採用し，非線形
方程式の解法にNewton-Raphson法に基づいた反復計算
を用いる．空間方向の離散化には，MINI要素による混
合補間（ηi：1次要素，ψi：直交基底気泡関数要素）を
採用する [5]．
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4. 構造物の落下計算
Multi-Phase-Fieldモデルの固液気三相流れシミュレー

ションとして，図-1に示す水深 5cmの液体（水面）の
上部から直径 0.483cm,0.544cm,0.604cmの 3種類の球
体の構造物が初期速度 2m/sで落下する計算を行った．
流体解析の計算手法は文献 [6]の陰解法を用いている．
10cmを 128分割，液体は水，気体は空気を仮定した密
度，粘性係数を採用し，固体は鉄に相当する水の 7.85倍
の密度および水の 10万倍の仮想的な粘性係数を用いた．
図-1の左側は固相を一つの Cahn-Hilliard方程式で求

めた計算結果，右側は固相を複数の物体数（41個）の
Cahn-Hilliard方程式で求めた計算結果である．図-1を
みると，双方の計算結果とも液体と固体が混合するこ
となく，水面が円筒状に広がりながら構造物が落下し
てゆく様子が確認できる．図-2に固体界面のみを描画
した 0.05秒後の計算結果を示す．図-2をみると，左側
の固相を一つの Cahn-Hilliard方程式で求めた計算結果
では，複数物体が接した場合に物体同士の認識ができ
ずに複数の物体が結合している．これに対し，右側の
固相を複数の物体数の Cahn-Hilliard方程式で求めた計
算結果では，各物体が認識でき，物体が結合せずに計
算が行われている．

5. おわりに
本論では，複数物体の扱いが可能な気体・液体・固

体におけるMulti-Phase-Fieldモデル三相解析の数値解
法について検討した．構造物の落下の計算例において，
固相を一つの Cahn-Hilliard方程式で求めた場合に生じ
る物体同士が結合してしまう問題に対し，固相を物体
数の Cahn-Hilliard方程式で求めることにより物体同士
が結合せずに計算が行える結果を示し，本手法の有効
性を確認した．
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(a) 0.0秒後（初期条件）

(b) 0.01秒後

(c) 0.02秒後

(d) 0.05秒後

図–1 気液界面と固体界面（左：方程式 1個，右：方程式 41個）

0.05秒後

図–2 固体界面（左：方程式 1個，右：方程式 41個）
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