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非圧縮性流れに対するルンゲクッタ陽解法の適用と圧力
の収束次数低下

On the temporal accuracy reduction of the pressure in the computation of incompressible
flows using Runge-Kutta method
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Reduction of temporal accuracy of the pressure in the computation of incompressible flows using Runge-
Kutta method is discussed in the present treatise. The reason why accuracy reduction of the pressure occurs
is explained for the Pressure Poisson Equation (PPE) method and the remedy for the accuracy reduction is
proposed.
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1. はじめに
ルンゲ・クッタ (RK)陽解法を非圧縮性流れの時間積
分に適用する場合に，圧力が速度と同じ時間精度を持
たず，収束次数の低下する場合があるという問題点が
指摘されている [1]．この指摘は，非圧縮性流れにおい
て圧力は各瞬間に速度場の分布から一意に定まり，時
間変化の影響を受けない．あるいは，非圧縮性流れで
は音速が無限大であるから，ある点における圧力変化
の影響は瞬時に領域内に任意の点に伝わる．といった
非圧縮性流れの性質と相容れないように思える．本研
究では，この問題を取り上げて，圧力の収束次数低下
が起こり得ること，その理由，また，収束次数低下の
防止策について考察する．
特記すべき点は，圧力の収束次数低下は RK法だけ
に限らず他の時間積分法においても発生し得る点であ
ろう．

2. 基礎方程式
(1) 基礎方程式
非圧縮性流体の連続の式とナビエ・ストークス (NS)
方程式に対して，以下のように初期条件と境界条件を
与える．

div u = 0, (1)

ut = −(u · grad) u − grad p + ν∆u. (2)

u |∂Ω = b(t), u (t = 0) = u0. (3)

ここで，∂Ωは領域の境界で，∂Ωにおいて非定常の境
界条件 b(t)を与える．ディリクレ条件を与えることは，
ここでの議論の一般性を損なわない．また，初期条件
u0 は適切な条件 (たとえば [2])を満たしているものと
する．

(2) 圧力のポアソン方程式
上記の基礎方程式は，よく知られているように，連
続の式を用いることによって，以下のような形に書き

換えることができる．

ut = −(u · grad) u − grad p + ν∆u, (4)

u |∂Ω = b(t), u (t = 0) = u0, (5)

∆ p = −div [(u · grad) u] − Dt, (6)

pn |∂Ω =
[−(u · grad) u + ν∆u − bt

] · n |∂Ω. (7)

ここで，Dは速度の発散，div uを表す．方程式系 (1)-(3)
と方程式系 (4)-(7)がどのような関係性をもつのかにつ
いては，たとえば [3]に詳しい．式 (6)は圧力のポアソ
ン方程式 (PPE)である．また，通常は，連続の式 (1)を
用いることにより，右辺第 2項は Dt = 0と置かれる．
圧力が楕円型の方程式を満たすことになるため，圧
力の境界条件が必要となる．圧力の境界条件として，境
界に沿った方向 t の圧力勾配を与えてもよいが，普通
は式 (7)のように，境界の法線 n方向の圧力勾配 pn を
指定することになる．上述のふたつの境界条件は同等
とされている [3]．

3. 数値計算法
(1) PPE法
圧力のポアソン方程式を利用した計算法は PPE法と
呼ばれる．しかし，式 (6)のソース項において Dt = 0
として，これを時刻 tnから tn+1(= tn +∆t)への時間進行
に適用すると，次ステップ n+ 1における速度場の発散
がゼロになる保証がない [3,4]．このため，PPEを時間
積分法と併用して時間を進めていくと，しばらくの間
はそれなりに解が求まるが，ある程度時間が進むと流
量の保存が成り立たなくなって発散してしまう．計算
の破綻をふせぐため，式 (6)のソース項に次ステップに
おける連続の式 Dn+1 = 0を代入して，補正項とする解
決策が用いられる．
たとえば，自由表面流れなどを解くためによく用い
られるMAC法 [5]では，運動方程式 (2)をオイラーの
陽解法で時間進行させ (下記左側の式)，PPE(6)のソー
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ス項に下記右側のような補正項を加える．

ut ≒
un+1 − un

∆t
, −Dt ≒

Dn

∆t
. (8)

(2) RK-CPPE法
非圧縮性流れの時間発展にルンゲクッタ (RK) 法と

PPE法の組み合わせを用いる場合の問題点は，圧力を
どのように求めるかであろう．運動方程式 (2)の発散を
とって圧力のポアソン方程式を導出すれば，物理的な
ソース項 −div [(u ·grad) u]がRK法の過去段における速
度の値を用いて評価されることになる．これは，非圧縮
性流れにおいて圧力が速度の瞬間値から決定される性
質に反する．この矛盾を解消するには，運動方程式をフ
ラックス形式から局所加速度形式に変換した後に発散
をとればよい [6]．このような RK法の i− 1段から i段
への時間進行は以下のように書かれる (RK-CPPE法)．

∆pi−1 = divF−i−1 +
D1

ai i−1 ∆t
−

i−2∑
j=1

ωi j
D j+1 − D1

∆t
, (9)

∂ pi−1

∂ n

∣∣∣∣∣
∂Ω
=

F−i−1 −
i−1∑
j=1

ωi j
b j+1 − b1

∆t

 · n ∣∣∣∣∣
∂Ω
, (10)

ui = u0 + ∆t
i−1∑
j=1

ai j

(
F−j − grad p j

)
, (11)

ui−1|∂Ω = bi−1, i = 1, · · · , s + 1. (12)

ただし，F− = −(u·grad) u+ν∆u, bi = b(tn+ci∆t). ai j, b j,
ci =

∑
j ai j を RK法の係数パラメータ, sを RK法の段

数とするとき，cs+1 = 1, as+1 j = b j, j = 1, · · · , sとおき，
(ωi j) = (ai+1, j)−1 とすれば，us+1 = un+1 +O(∆tp)となる．
ここで pは RK法の時間精度を表す．

4. ルンゲクッタ法の時間精度
(1) 圧力の時間精度
ルンゲクッタ (RK)法を常微分方程式の解法として用
いる場合の時間精度に関しては，教科書 (たとえば [7])
に詳しく述べられている．前節で述べた RK-CPPE法の
場合，係数パラメータ ai j, b j, ci を定めたときに，速度
の時間精度は，圧力を考慮しなければ，常微分方程式
に対する時間精度 pで与えられる．
しかし，運動方程式 (12)は圧力方程式 (9)と連立して
いるため，速度の時間精度は圧力の時間精度にも依存
する．物理的な直観にもとづけば，圧力の時間精度は
速度の時間精度と同じであると考えがちであるが，圧
力方程式の境界条件 (10)には境界における速度の時間
微分項が含まれている (右辺第 2項)．この項は，もと
もと圧力のポアソン方程式に対する境界条件 (7式の右
辺第 3項 bt)に由来しており，非定常な境界条件を課す
場合には無視することができない．
すなわち，RK法を非圧縮流れに適用する場合には，
境界における局所加速度項を RK法の係数パラメータ
を用いて見積もることになるために，その近似精度に
よって圧力の精度が制約を受けることになる．ここに

述べたことを式で書き表すと，

(bt)i−1 =

i−1∑
j=1

ωi j
b j+1 − b1

∆t
+ O(∆tp′ ) (13)

となる．ここで，p′は差分公式 (13)の近似度である．常
微分方程式を近似する係数パラメータに対する位数条
件には，上式の精度に対する条件が入らないので，一
般には p = p′ が成り立たない．
以上，RK法を PPE法と併用した場合の時間精度に
ついて議論したことは，非圧縮性流れの基礎方程式を
その特殊な一例として包含するような，さらに一般的
な微分代数方程式系に対する RK法の理論で記述され
るが，解読は難解である [8]．

(2) 圧力の時間精度低下の防止策
圧力の精度を速度の精度と同じとする方法はふたつ
考えられる．ひとつは，i = sにおいて差分公式 (13)の
精度が p′ = pとなるような条件を追加することである．
しかし，この方法によって，常微分方程式に対する位
数条件のほかに追加の位数条件もすべて満足する係数
パラメータを求めようとすると，係数パラメータはか
なり限られてしまう．また，s ≥ 4では位数条件をすべ
て満たす係数パラメータは存在しない [9]などの困難に
直面する．
もうひとつの方法は，圧力方程式の境界条件 (10)が
ポアソン方程式 (9)とコンシステントでないことを許容
することにして，境界における局所加速度項 bt を RK
法の係数パラメータを用いずに差分近似することであ
る [10,11,12]．これによって，p = p′とすることができ
るような，適当な係数をもつ差分公式の選択の幅が広
がる．
最後に，この節で述べたことは，非定常な境界条件
をもつ問題に RK法を適用する場合にあてはまること
であって，定常な境界条件の場合にはあてはまらない．
つまり．定常な境界条件の場合には，RKを用いて時間
積分すれば，圧力の時間精度は常に速度の時間精度と
同じになる．
また，境界における局所加速度 bt の値が，bの値と
ともに与えられているような場合には，同様に圧力の
時間精度は常に速度の時間精度と同じになる．
さらに，類似の議論によって，ここで議論したこと
は，RK法以外の時間積分法，たとえば線形多段法など，
に対してもあてはまることが示される．

5. おわりに
ルンゲクッタ法を用いることによって，圧力の時間精
度が低下する問題は，非定常な境界条件をともなう流
れの問題に現われる．このような問題としては，移動境
界をともなう流れ ( moving gridを用いて解く場合，固
定格子に IB法を用いる場合，AMR法などを用いて解
く場合)，時間依存の流入流出がある問題が挙げられる．
圧力の精度低下を，RK法の係数パラメータの位数条
件を満足する解をみつける問題として解決を図ると，求
解が困難で，場合によって解が存在しないことがある．
内部領域の離散化された圧力方程式と，離散化された
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境界条件のあいだに成立が望まれる，離散方程式とし
てのコンシステンシーを緩和することによって，境界
条件の時間精度を確保する方法が現実的な解決策では
なかろうか．
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