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The Isolated Element Method has been proposed as a new discretization analysis method for solid 

mechanics problems, distinct from conventional Finite Element Method. However, quantitative 

investigations regarding its computational accuracy have not been sufficiently conducted. In this study, 

focusing on the bending of thin plates as a fundamental example with theoretical analytical solutions, we 

applied both Finite Element Method and Isolated Element Method to analyze and compared their 

computational accuracies. It was demonstrated that the Isolated Element Method, especially when 

analyzing higher-order vibration modes, can achieve significantly higher accuracy compared to the Finite 

Element Method. 
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1． 緒言 

従来のFEMとは異なる新しい固体力学問題の離散化解

析手法として提案されたアイソレート要素法(IEM)[1]は，

特に高次モードの振動解析において有限要素法(FEM)よ

りも高精度に解析できることが示唆されている[2]．しか

しながらその精度がどの程度なのか定量的な調査は十分

に行われていない．  そこで，本報では理論解析解が存在

する基本的な例として薄板の曲げを取り上げ，その解析

に有限要素法とアイソレート要素法の2つの手法を適用

し，両者を比較しながら調査を行った． 

2． アイソレート要素法による薄板の曲げ理論 

2.1 アイソレート要素法の変分方程式 

最小ポテンシャルエネルギーの原理から以下の汎関数

を定義する． 
 

𝛱 = 𝑈𝑃 − 𝑊 + 𝐼𝐵𝑃𝐸   (1) 
 

ここで𝑈𝑃はひずみエネルギー，𝑊は外力のポテンシャ

ルエネルギー，𝐼𝐵𝑃𝐸は境界ポテンシャルエネルギーである．

図1に局所座標系と境界力，変位の関係を示す．ひずみエ

ネルギー𝑈𝑃は以下のように表される． 
 

𝑈𝑝 = −
1

2
∫ (𝑀𝑥𝑤,𝑥𝑥 + 𝑀𝑦𝑤,𝑦𝑦

𝛺

+ 2𝑀𝑥𝑦𝑤,𝑥𝑦) 𝑑𝛺          (2) 
 

ここで，Ωは解析領域, 𝑤はたわみである．𝑀𝑥，𝑀𝑦，𝑀𝑥𝑦

はそれぞれ各軸に対応するモーメントである．以後，カン

マがついた添え字は偏微分を表している． 

外力のポテンシャルエネルギー𝑊は以下のように表さ

れる． 

 

𝑊 = ∫ 𝑝𝑤
𝛺

𝑑𝛺 + ∫ 𝑄̅𝑧𝑤
𝛤1

𝑑𝛺 − ∫ 𝑀̅𝑛𝑤,𝑛
𝛤2

𝑑𝑆

− ∫ 𝑀̅𝑛𝑠𝑤,𝑠
𝛤3

𝑑𝑆 
(3) 

 

ここで𝑄𝑧, 𝑀𝑛, 𝑀𝑛𝑠はそれぞれせん断力，曲げモーメン

ト，ねじりモーメントである．記号に ̅のアクセントがあ

る場合，隣接要素から作用する値を表す．𝒏 , 𝒔はそれぞれ

単位法線ベクトル，接線方向の単位ベクトルである． 

境界ポテンシャルエネルギー𝐼𝐵𝑃𝐸は以下のようにあら

わされる． 
 

 
 

図 1. 局所座標系と境界力，変位の関係 
 

C-10-01 第29回計算工学講演会

© 一般社団法人日本計算工学会 - C-10-01 -



𝐼𝐵𝑃𝐸 = ∫ 𝑄𝑧(𝑤 − 𝑤̅)
𝜕𝛺

𝑑𝑆

− ∫ 𝑀𝑛(𝑤,𝑛 − 𝑤,𝑛̅̅ ̅̅ )
𝜕𝛺

𝑑𝑆

− ∫ 𝑀𝑛𝑠(𝑤,𝑠 − 𝑤,𝑠̅̅ ̅̅ )
𝜕𝛺

𝑑𝑆  
(4) 

 

式(1)に式(2)，式(3)，式(4)を代入し第一変分をとると薄

い平板の曲げ解析に用いる変分方程式は次のように求ま

る． 
 

𝛿𝛱𝑝 = − ∫ (𝑀𝑥𝛿𝑤,𝑥𝑥 + 𝑀𝑦𝛿𝑤,𝑦𝑦
𝛺

+ 2𝑀𝑥𝑦𝛿𝑤,𝑥𝑦) 𝑑𝛺 

− ∫ 𝑝𝛿𝑤
𝛺

𝑑𝛺 − ∫ 𝑄̅𝑧𝛿𝑤
𝛤1

𝑑𝛺 

+ ∫ 𝑀̅𝑛𝛿𝑤,𝑛
𝛤2

𝑑𝑆 + ∫ 𝑀̅𝑛𝑠𝛿𝑤,𝑠
𝛤3

𝑑𝑆 

+ ∫ (𝑤 − 𝑤̅)𝛿𝑄𝑧
𝜕𝛺

𝑑𝑆 

− ∫ (𝑤,𝑛 − 𝑤,𝑛̅̅ ̅̅ )𝛿𝑀𝑛
𝜕𝛺

𝑑𝑆 

− ∫ (𝑤,𝑠 − 𝑤,𝑠̅̅ ̅̅ )𝛿𝑀𝑛𝑠
𝜕𝛺

𝑑𝑆 = 0 
(6) 

 

2.2 特性方程式 

各要素の変位関数を式(7)で定義する． 
 

𝑤 ≔ 𝑎1 + 𝑎2𝜉 + 𝑎3𝜂 + 𝑎4𝜉2 + 𝑎5𝜉𝜂 + 𝑎6𝜂2 

+ ⋯ + 𝑎22𝜉6 + ⋯ + 𝑎28𝜂6    (𝑎𝑗|𝑗=1
28 ∈ ℝ) (7) 

𝜉: = {𝑥/𝑠|𝑥 ∈ 𝛸, 𝑠 ∈ ℝ, 𝑠は最大要素の辺の最大長さ} 

𝜂: = {𝑦/𝑠|𝑦 ∈ 𝛸, 𝑠 ∈ ℝ, 𝑠は最大要素の辺の最大長さ} 
 

変位関数を未定係数ベクトル𝜶と座標のベクトル

𝒘(𝑥, 𝑦)に分離する．式(3)の変位関数𝑤，せん断力𝑄𝑧，曲

げモーメント𝑀𝑛，ねじりモーメント𝑀𝑠𝑛を離散化し代入

する．また，固有値解析する場合は物体力𝑝を式(8)に示

される慣性力に置き換えて質量行列を作成する． 
 

𝑝 = −𝜌𝜔2𝑤 (8) 
 

ここで，𝜌:密度，𝜔:固有円振動数である．固有値を求

める場合は最終的に次式のように整理される． 
 

𝑴𝑒𝑒𝜶 + 𝑴𝑒𝑐𝜶̅ + 𝛺𝑴𝑒𝑚𝜶 = 𝟎 (9) 
 

 𝑴𝑒𝑒，𝑴𝑒𝑐，𝑴𝑒𝑚はそれぞれ式(10)～式(12)で表される． 
 

𝑴𝑒𝑒 = (∫ 𝒘𝒊𝒋
𝒕 𝑴𝑹

𝐴

𝑑𝐴) + (∫ 𝑸𝒏
𝒕

𝑪

𝒘𝑑𝐶)

− (∫ 𝑴𝒏
𝒕

𝑪

𝒘𝒏𝑑𝐶)

− (∫ 𝑴𝒏𝒔
𝒕

𝑪

𝒘𝒔𝑑𝐶) 
(10) 

  

𝑴𝑒𝑐 = (∫ 𝒘𝒕𝑸̅𝒏
𝐶

𝑑𝐶) + (∫ 𝒘𝒏
𝒕 𝑴̅𝒏

𝐶

𝑑𝐶)

+ (∫ 𝒘𝒔
𝒕 𝑴̅𝒏𝒔

𝐶

𝑑𝐶)

− (∫ 𝑸𝒏
𝒕

𝑪

𝒘̅𝑑𝐶)

+ (∫ 𝑴𝒏
𝒕

𝑪

𝒘̅𝒏𝑑𝐶)

+ (∫ 𝑴𝒏𝒔
𝒕

𝑪

𝒘̅𝒔𝑑𝐶) 
(11) 

𝑴𝑒𝑚 = (∫ 𝜌𝒘𝒕

𝐴

𝒘𝑑𝐴) 
(12) 

 

ここで， 𝒘𝒏:単位法線ベクトルに関するたわみの座標ベ

クトル，𝒘𝒔:接線方向の単位ベクトルに関するたわみの座

標ベクトル，𝒘:たわみの座標ベクトル，𝑴𝑹:各軸に対応す

るモーメントの座標ベクトル，𝑴𝒏:曲げモーメントの座標

ベクトル，𝑴𝒏𝒔:ねじりモーメントの座標ベクトル，𝑸𝒏:せ

ん断力の座標ベクトル，𝜶:未定係数ベクトルである．上式

はそれぞれの要素ごとに成り立つ式である．全要素合体

の特性方程式（固有値問題の式）は以下のようになる． 
 

(𝑲 + 𝛺𝑴)𝜦 = 0  →  𝑲 + 𝛺𝑴 = 𝟎 (13) 
 

ここに，𝑲 = ∑ (𝑴𝒆𝒆 + 𝑴𝑒𝑐)𝑵
𝒆=𝟏 , 𝑴 = ∑ 𝑴𝑒𝑚

𝑵
𝒆=𝟏 ，𝜦 =

∑ 𝜶𝑵
𝒆=𝟏  ，𝑁:要素数である．本研究ではさらにこの式を 
 

𝑴−𝟏𝑲 + 𝛺𝑴−𝟏𝑴 = 𝟎 → 𝑨 + 𝛺𝑰 = 𝟎 (14) 
 

と変形し標準固有値問題に帰着させる．この時の𝑨を特

にシステムマトリクスと呼ぶ． 

3． 数値解析例 

一辺1mの全周単純支持の正方形平板を解析対象とし，

アイソレート要素法による解析と有限要素法による解析

それぞれについて要素の分割数を変化させ，解析解がど

のようになるかを確認した．これをいくつかの振動モー

ドで解析した．正方形の板の振動モードとしては様々な

ものがあるが，本研究では各解析手法の比較のため，縦横

で同じ整数個の波数になる振動モードのみに着目する．

一例として図2に18波×18波のモード変形図を示す．なお

 
 

図 2. 18 波×18 波のモード変形図 
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密度𝜌，ヤング率𝐸，ポアソン比𝜈，厚さℎはそれぞれ

7900kg/m3, 209GPa, 0.3, 0.005mとした． 

解析環境の都合上，有限要素法による解析は四辺形1

次薄肉シェル要素にて縦横200x200要素，アイソレート

要素法による解析は四辺形板要素にて縦横25×25要素ま

で実施した． 

図3に18波×18波の振動モードの場合の固有値解析の

結果を示す．横軸は要素数であり，縦軸は固有振動数であ

る．有限要素法とアイソレート要素法のどちらも要素数

が大きくなると理論値に近づくが，同じ要素数で比較す

ると有限要素法による解析がアイソレート要素法による

解析よりも誤差が非常に大きくなっていることがわかる．

また，有限要素法の場合は要素数を増加させても必ずし

も精度が良くなるとは限らないことが見て取れ，V&Vの

観点でアイソレート要素が優位であることが確認できた．

 

4． 結言 

アイソレート要素法を用いた固有値解析では，有限要

素法を用いた場合と比較して要素数を増やした際により

少ない要素数で理論値に解が収束することが分かった．

また，解析対象が高次の振動モードであってもアイソレ

ート要素法は高い精度を保つことができた．今後実用化

に向け，より広範な解析対象物への適用を可能にするた

めアイソレート要素法におけるシェル要素の適用などが

必要と考えられる． 

 

参考文献 

 

[1] 風間悦夫，菊地厖: 変分原理によるアイソレート要素

法の開発と応用に関する研究，日本計算工学会論文

集, Vol.2020, pp.20200001, 2020. 

[2] 風間悦夫，菊地厖: アイソレート要素法による板曲げ

の高周波振動解解析，計算工学講演会論文集，Vol.28, 

2023. 

[3] 岡部朋永: ベクトル解析からはじめる固体力学入門，

コロナ社，2013． 

 
 

図 3. 18 波×18 波の振動モードの場合の固有振動数 
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