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熱力学的構成理論に基づく数値材料試験による
マルチスケール解析
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In this study, we propose a multiscale analysis by using Numerical Material Tests (NMTs) to identify po-
tential that represents energy dissipation due to plasticity in the framework of thermodynamic constitu-
tive theory. Whereas the existing multi-scale analysis decoupled between boundary value problems in the
micro- and macro-scale makes us assume a specific form as the material constitutive law in the macro-scale
and identify the macroscopic material parameters from the macroscopic stress-strain curves, the proposed
method allows us to assume not such a specific form but the existence of Helmholtz free energy and dis-
sipation potential in the macro-scale. In the proposed NMT, Helmholtz free energy associated with plastic
hardening in the macro-scale is determined by isogeometric analysis from the chage of the macroscopic
yield stress under some loading paths as the numerical solution of Poisson ’s equation to satisfy continuity
of the macroscopic thermodynamic force. The capability of our proposed NMT is demonstrated throughout
a simple numerical example.
Key Words : Multi-scale Analysis, Numerical Material Tests, Isogeometric Analysis

1. 緒言
繊維強化プラスチックに代表される複合材料は，微
視 (ミクロ)的にみれば非均質性を有しており，ミクロ
な構造的・幾何学的性質が巨視 (マクロ)的な機械的性
質を支配している．したがって，複合材料のミクロ構
造における非均質性を反映して発現するマクロ材料特
性を予測し，評価するための手法が求められる．その
ため，マクロ構造を周期的に配置されたミクロ構造 (以
下，ユニットセルと呼ぶ)と同一視することによって，
仮想的に均質化したマクロ材料特性を求める均質化法
に基づくマルチスケール解析に関する研究が盛んに行
われている [1,2]．
均質化法に基づくマルチスケール解析にはミクロ解
析とマクロ解析を連成して解く手法と連成せずに解く
手法がある．連成型マルチスケール解析 [3,4]では，マ
クロ構造の各計算点に配置されたユニットセルについ
て，マクロ変形に対する自己つり合い状態を満たすミ
クロ応力を求める．そして，ミクロ応力の体積平均に
よって算出されたマクロ応力を用いてマクロ境界値問
題を解くという手法であり，連成型マルチスケール解
析は FE2と呼ばれている [5]．しかし，マクロ構造の各
計算点ごとにミクロ境界値問題を解くため，莫大な計
算コストを必要とし，実用的な問題への適用は非現実
的である．
一方，計算コストを軽減させるための手法として非
連成型マルチスケール解析が提案されている [6]．非連
成型マルチスケール解析 [7]では，予めマクロ構成則を

仮定し，ユニットセルに対して数値材料試験を行うこ
とで目的に応じたマクロ応力ーマクロひずみ関係を取
得し，マクロ材料構成則の材料パラメータを同定する
という手法である．連成型マルチスケール解析のよう
にマクロ構造の各計算点においてミクロ構造解析を行
う必要が無いため，大幅に計算コストを削減すること
ができる．しかし，非連成型マルチスケール解析の精
度は仮定したマクロ構成則に大きく依存するため，実
用的な問題への適用は，適切な既存のマクロ材料構成
則を選択することができる場合に限る [8,9]．
連成型および非連成型マルチスケール解析の課題を
解決する手法として，データ駆動型のマルチスケール
解析が提案されている [10,11,12]．Ghavamianらが提案
した Recurrent Neural Network(RNN)を用いた履歴依存
性材料の代理均質化モデル [13]では，従来の FE2と比
較して，解析における計算コストは抑えられると述べ
られている．しかし，RNNの学習には非常に大規模な
データセットが必要なために学習時間と解析時間がト
レードオフの関係にあること，および非物理的な手法
であるために，学習したデータの範囲外を補外するこ
とは難しいことなどの課題が残る．また，学習データ
の範囲外における材料挙動は，エネルギーの回復のよ
うに物理的制約を満たしていない可能性がある．
一方，材料構成則を求めるデータ駆動型の手法として，

Flaschel らは，Efficient Unsupervised Constitutive Law
Identification and Discovery(EUCLID) を提案している
[14]．EUCLIDは，応力データを必要とせず，1回の試
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験で得られる変位場と正味反力データのみを用いて，ス
パース推定による簡潔な塑性モデルの選択を行うこと
で，従来のデータ駆動型手法や機械学習手法よりも効
率的に材料構成則の代替モデルが得られることを示し
ている．しかし，RNNによる代替モデルと同様に，学
習したデータの範囲外を補外することは難しいため，1
回の試験で得られる学習データを最大化するための試
験片の形状や荷重条件の選択が課題となっている．ま
た，EUCLIDはミクロな材料特性をマクロな材料特性
に反映させる手法ではないので，マルチスケール解析
とは異なる位置づけである．
以上のことから，物理的な制約条件により材料挙動
を正しく予測できること，および計算コストを抑えら
れるマルチスケール解析手法が求められている．一方，
一般的な弾塑性モデルでは，連続体の不可逆過程によ
るエネルギーの散逸をポテンシャルを用いて規定する
熱力学的構成理論に基づいている．これにより，エネ
ルギーの回復のように非物理的な現象が発生すること
なく，物理的に正しい材料挙動を与える．
そこで，本研究では熱力学的構成理論に基づくポテン
シャルを取得するための数値材料試験を提案する．マク
ロ材料構成則を仮定する従来の非連成型マルチスケー
ル解析に対して，本研究では数値材料試験から得られ
たデータから硬化に関する熱力学的応力を直接抽出し，
ポテンシャルを得るため，不要な仮定や近似を課さな
い．さらに，数値材料試験の試験条件は自由に与えら
れるため，材料挙動を特徴づけるために十分な試験を
行うことができる．具体的には，数値材料試験から取
得したマクロ応力ーマクロひずみ関係から硬化に関す
る熱力学的応力を離散的な数値解として算出する．そ
して，硬化に関する Helmholtzの自由エネルギーがポ
アソン方程式を満たすと仮定し，ポアソン方程式に対
して Isogeometric解析 (Isogeometric Analysis : IGA)を
実施することで連続的なポテンシャルを得る．

2. 熱力学的構成理論に基づく数値材料試験
(1) 弾性構成則
本節では，熱力学的構成理論に基づくマクロ材料構
成則を仮定する．はじめに，変形は微小であり，マク
ロ全ひずみ Eは，

E = Ee + Ep (1)

と加算分解できると仮定する．ここで，Eeはマクロ弾
性ひずみ，Epはマクロ塑性ひずみである．弾性挙動は
線形かつ等方的であると仮定すると，弾性変形による
エネルギー Ψe は，

Ψe =
1
2

Ee : CH : Ee (2)

と定義できる．ここで，CHはマクロ均質化弾性係数で
ある．式 (2)より，弾性構成則は，

Σ = CH : Ee (3)

と表現される．ここで，ΣはマクロCauchy応力である．

(2) 熱力学的定式化
熱力学的構成理論に基づいて，Helmholtzの自由エネ
ルギーは，

ψ(Ee,α) = ψe(Ee) + ψp(α) (4)

と表現できると仮定する．ここで，ψe(Ee)は弾性ひず
みによる自由エネルギー，ψp(α)は硬化に関する自由エ
ネルギー，およびαは硬化に関する内部変数である．式
(4)の時間微分は，

ψ̇ =
∂ψe

∂Ee : Ėe +
∂ψp

∂α
: α̇ (5)

と表される．Clausius-Duhemの不等式は，

D = Σ : Ė − ρ(ψ̇ + Ṫ s) + q
gradT

T
≥ 0 (6)

と表される．ここで，ρは密度，T は温度，sはエント
ロピー，および qは熱流束である．式 (5)を代入すると，
式 (6)は，

D =
(
Σ − ρ ∂ψ

e

∂Ee

)
: Ėe + Σ : Ėp − ρṪ s

−ρ∂ψ
p

∂α
: α̇ − q

gradT
T
≥ 0

(7)

と得られる．ここで，ρψe = Ψe とおき，均一温度場を
仮定すると，式 (7)は，

D = Σ : Ėp − A : α̇ ≥ 0 (8)

と得られる．ここで，Aは，

A =
Ndim×Ndim∑

i=1

A(i) ≡
Ndim×Ndim∑

i=1

ρ
∂ψp

∂α(i) (9)

と定義される硬化に関する熱力学的応力である．ここで，
上付き文字 (i)は変形方向，および Ndimは空間次元を表
す．マクロ降伏関数を Φp(i)(Σ, A(i)) (i = 1, 2, . . . ,Ndim ×
Ndim)とすると，Dを最大化する最適化問題は，

maximize D = Σ : Ėp − A : α̇ (10)

subject to Φp, (i)(Σ, A(i)) ≤ 0 (i = 1, 2, . . . ,Ndim × Ndim)
(11)

と表される．式 (10)および式 (11)で与えられる最適化
問題を解くために，未定乗数 λ̇p(i) を用いて，ラグラン
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ジュ関数は，

L(Σ, A) = Σ : Ėp−A : α̇−
Ndim×Ndim∑

i=1

λ̇p(i)Φp(i)(Σ, A(i)) (12)

と得られる．ラグランジュの未定乗数法を用いると，解
くべき方程式は，

∂L
∂Σ
= Ėp −

Ndim×Ndim∑
i=1

λ̇p(i) ∂Φ
p(i)

∂Σ
= 0 (13)

∂L
∂A
= −α̇ −

Ndim×Ndim∑
i=1

λ̇p(i) ∂Φ
p(i)

∂A
= 0 (14)

Φp(i) ≤ 0，λ̇p(i) ≥ 0，Φp(i)λ̇p(i) = 0 (i = 1, 2, . . . ,Ndim × Ndim)
(15)

と得られる．マクロ降伏関数は，

Φp(i) = Σ
(i)
eq − Σ(i)

y (α(i)) (16)

と表現する．ここで，Σ(i)
eqはマクロ相当応力である．ま

た，マクロ降伏応力 Σ(i)
y (α(i))は，αと共役な力の変数で

あるため，Σ(i)
y (α(i)) = Σ(i)

y0 + A(i)である．したがって，式
(13)および (14)より，Ėp および α̇は，

Ėp =

Ndim×Ndim∑
i=1

λ̇p(i)N(i) (17)

α̇ =
Ndim×Ndim∑

i=1

λ̇p(i)H(i) (18)

として得られる．ここで，N(i) および H(i) は，

N =
Ndim×Ndim∑

i=1

N(i) ≡
Ndim×Ndim∑

i=1

∂Φp(i)

∂Σ
(19)

H =
Ndim×Ndim∑

i=1

H(i) ≡
Ndim×Ndim∑

i=1

∂Φp(i)

∂A
(20)

と定義される流れベクトルである．

(3) 硬化に関する熱力学的応力の連続式
式 (9)はフーリエの法則に類似していることから，硬
化に関する内部変数 αに対して連続な Aを得るために，
Aに関する連続の式は，

Ndim×Ndim∑
i=1

∂A(i)

∂α(i) = 0 (21)

と仮定できる．式 (21)に式 (9)を代入することにより，
硬化に関する自由エネルギー ψpに関するポアソン方程

式は，
Ndim×Ndim∑

i=1

∂2ψp

∂α(i)2 = 0 (22)

と得られる．以上により，硬化に関するHelmholtzの自
由エネルギーを Isogeometric解析で求める．

3. 数値解析例
(1) 解析条件
解析に用いた一方向強化材 FE モデルの概観と幾何
条件を図 1，2および表 1にそれぞれ示す．図 1は，図
2 に示す周期的なミクロ構造を代表するユニットセル
である．本数値解析において繊維は等方弾性体を採用
し，母材は Misesモデルを採用した弾塑性体を仮定す
る．ミクロモデルの材料構成則および材料パラメータ
を表 2および 3にそれぞれ示す．仮想的な弾性体および
仮想的な弾塑性体に対して，単軸引張のモードは y1方
向 (Mode 1)，y2 方向 (Mode 2)および y3 方向 (Mode 3)
の 3種類，純せん断のモードは y12 方向 (Mode 4)，y23

方向 (Mode 5) および y31 方向 (Mode 6) の 3 種類の合
計 6種類の変形モードについて，対応するマクロひず
み成分を 1.0%，他の成分はゼロに保持するような数値
材料試験 [7]を行った．マクロひずみが 1.0%であるた
め，均質化弾性係数の各成分は，各変形モードの試験
から得られるマクロ応力成分を 100倍した値である．

(2) 解析結果
各モード試験から得られたマクロ塑性ひずみのノル
ムとマクロ降伏応力との関係を図 3に示す．図 3の (a)
において Mode1と Mode2のグラフが定性的に等しい
ことや，(b)においてMode5とMode6のグラフが一致
していることから，y3 軸に対する径方向には等方的に
変形することが確認できる．さらに図 3の (a)において
Mode1の初期降伏応力が大きいことから，繊維配向方
向は剛性が高まり異方性が表れていると考えられる．
図 3より取得した離散的な硬化に関する熱力学的応
力を境界条件として式 (22)を Isogeometric解析によっ
て解くことで，連続的な硬化に関する自由エネルギー
ψpを再構築した．図 4の (a)から (t)は，六次元空間で
得られた ψp を三次元空間で可視化したものである．

Fig.1 FE model
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Fig.2 Unit cell

Table.1 Geometrical information
Geometry Value
Fiber radius [mm] 0.371
Fiber volume fraction [%] 50.0

Table.2 Microscopic constitutive models

Plastic
von Mises elastoplastic model
1. Cauchy stress σ = C : εe = C : (ε − εp)
2. Yield function ϕp =

√
J2(σ) − σy(α)

3. Flow rule ε̇p = γ̇pN，N = ∂ϕp

∂σ

4. Hardening model σy(α) = σy0 + Hyα

+Ry
{
1 − exp(−rα)

}
5. Hardenig Laws α̇ = γ̇p

6. Kuhn-Tucker condition γ̇p ≥ 0，ϕp ≤ 0，γ̇pϕp = 0

Fiber
Linear elastic model
1. Cauchy stress σ = C : εe

Table.3 Material parameters
Material parameters of plastic Value
Young’s modulus E[MPa] 2.4470×104

Poisson’s ratio ν[-] 0.3000
Initial yield stress σy0[MPa] 100.00

Hy[MPa] 308.77
Hardening modelus Ry[MPa] 330.13

ry[−] 360.37

Material parameters of fiber Value
Young’s modulus E[MPa] 2.0600×105

Poisson’s ratio ν[-] 0.3000

Fig.3 change of yield stress obtained by NMT
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(a) 𝜶𝜶(𝟏𝟏)-𝜶𝜶(𝟐𝟐)-𝜶𝜶(𝟑𝟑) (b) 𝜶𝜶(𝟏𝟏)-𝜶𝜶(𝟐𝟐)-𝜶𝜶(𝟒𝟒) (c) 𝜶𝜶(𝟏𝟏)-𝜶𝜶(𝟐𝟐)-𝜶𝜶(𝟓𝟓) (d) 𝜶𝜶(𝟏𝟏)-𝜶𝜶(𝟐𝟐)-𝜶𝜶(𝟔𝟔) 

    

(e) 𝜶𝜶(𝟏𝟏)-𝜶𝜶(𝟑𝟑)-𝜶𝜶(𝟒𝟒) (f) 𝜶𝜶(𝟏𝟏)-𝜶𝜶(𝟑𝟑)-𝜶𝜶(𝟓𝟓) (g) 𝜶𝜶(𝟏𝟏)-𝜶𝜶(𝟑𝟑)-𝜶𝜶(𝟔𝟔) (h) 𝜶𝜶(𝟏𝟏)-𝜶𝜶(𝟒𝟒)-𝜶𝜶(𝟓𝟓) 

    
(i) 𝜶𝜶(𝟏𝟏)-𝜶𝜶(𝟒𝟒)-𝜶𝜶(𝟔𝟔) (j) 𝜶𝜶(𝟏𝟏)-𝜶𝜶(𝟓𝟓)-𝜶𝜶(𝟔𝟔) (k) 𝜶𝜶(𝟐𝟐)-𝜶𝜶(𝟑𝟑)-𝜶𝜶(𝟒𝟒) (l) 𝜶𝜶(𝟐𝟐)-𝜶𝜶(𝟑𝟑)-𝜶𝜶(𝟓𝟓) 

    
(m) 𝜶𝜶(𝟐𝟐)-𝜶𝜶(𝟑𝟑)-𝜶𝜶(𝟔𝟔) (n) 𝜶𝜶(𝟐𝟐)-𝜶𝜶(𝟒𝟒)-𝜶𝜶(𝟓𝟓) (o) 𝜶𝜶(𝟐𝟐)-𝜶𝜶(𝟒𝟒)-𝜶𝜶(𝟔𝟔) (p) 𝜶𝜶(𝟐𝟐)-𝜶𝜶(𝟓𝟓)-𝜶𝜶(𝟔𝟔) 

 
  

 

(q) 𝜶𝜶(𝟑𝟑)-𝜶𝜶(𝟒𝟒)-𝜶𝜶(𝟓𝟓) (r) 𝜶𝜶(𝟑𝟑)-𝜶𝜶(𝟒𝟒)-𝜶𝜶(𝟔𝟔) (s) 𝜶𝜶(𝟑𝟑)-𝜶𝜶(𝟓𝟓)-𝜶𝜶(𝟔𝟔) (t) 𝜶𝜶(𝟒𝟒)-𝜶𝜶(𝟓𝟓)-𝜶𝜶(𝟔𝟔) 

Fig.4 Helmholtz free energy associated with plastic hardening 
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4. 結言
本研究では，非均質性を有するミクロ構造に対して
均質化法に基づくマルチスケール解析を行うことで，マ
クロ構造における硬化に関する Helmholtzの自由エネ
ルギーを取得するための数値材料試験を行った．
具体的には，ユニットセルを仮想的な弾性体として
みなした場合と仮想的な弾塑性体としてみなした場合
のそれぞれについて数値材料試験を行う．そして，同じ
モード試験の応力の差分から塑性ひずみを求め，マク
ロ降伏応力を計算することで塑性ひずみと硬化に関す
るマクロ応力との関係を得る．最後に，硬化に関する
Helmholtzの自由エネルギーがポアソン方程式を満たす
と仮定し，IGAによる補間を行うことで，硬化に関す
るポテンシャルを再構築できることを例示した．今後
は，得られた硬化に関するHelmholtzの自由エネルギー
を用いてマクロ解析を行うことで提案手法の妥当性を
示す．
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