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混合型時間積分を用いた圧力安定化１次要素による
動的大変形解析

Large Deformation Analysis by Pressure Stabilized Linear Element
with Mixed Time Integrator
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The author proposed a splitting time integrator for nearly incompressible elasticity, incorporating an implicit
solver for volumetric deformation propagation and an explicit solver for isochoric deformation. In this study,
the proposed method is applied to large deformation problems in nearly incompressible hyperelasticity. For
spatial discretization, the robust pressure-stabilized linear tetrahedral element is adopted. Furthermore, an
efficient algorithm derived from the linearization of the volumetric component is presented.
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1. 序
ゴム等の高分子材料や生体軟組織のような微圧縮超
弾性体の動的大変形解析に対するロバストな数値計算
手法が求められている．衝撃問題や塑性加工の分野で
は，ロバストな手法として非線形反復計算を必要とし
ない動的陽解法が多く用いられている．そこで，本研
究では，大変形時の要素ゆがみに強い圧力安定化１次
要素 [1] に陽解法を適用した有限要素解析手法を検討
する．
固体の過渡応答解析における陽解法は条件付き安定
な手法であり，一般に時間刻みが弾性波動の伝播速度
で決定されるクーラン数に支配される．微圧縮性材料
においては，体積変形に対する波動伝播速度すなわち
P波速度は等容変形に対する S波速度より大きくなる
ことから，P波速度に依存する時間刻みが設定されるこ
ととなる．一方，評価すべき主な現象は等容変形とし
て表されることから，過度に小さい時間刻みを用いな
ければならないこととなる．このような数値計算上の
課題に対して，筆者は体積変形に対しては陰解法，等
容変形に対しては陽解法として機能する分離型時間積
分 [2]を提案した．この手法は，拘束条件付きハミルト
ン力学系に提案された Rattle 法 [3] を拡張した手法で
あり，時間刻みは等容変形の波動伝播速度で決定され，
等容変形に対する材料非線形性も陽的な取り扱いが可
能なものである．一方，これまでの分離型時間積分 [2]
は線形問題を対象に定式化されており，自由度の少な
い圧力場に対する連立一次方程式を導出することで体
積変形に対する陰的な取り扱いを効率化するアルゴリ
ズムを線形性の仮定の上で構築している．したがって，
変位に対しては非線形である変形前後の体積比と圧力
の関係を表す材料構成則が用いられる微圧縮超弾性体
にこれまでの分離型時間積分を直接適用することはで
きない．そこで，本研究では，体積変形に対する材料

構成則に新たな近似とアルゴリズムを分離型時間積分
に導入した微圧縮超弾性体の動的大変形問題に対する
有限要素解析手法を提案する．

2. 支配方程式
本研究では，均質な微圧縮性超弾性体の動的問題を
考える．初期配置の領域を Ω，座標を Xで表すと，初
期配置における物質点 Xの時刻 tにおける現配置の位
置 yを表す変形写像 y = ϕ(X, t)にに対して，変形勾配
テンソル Fは

F(y) =
∂y
∂X

(1)

と表される．この変形勾配テンソルを体積変形を表す
変形前後の体積比 J = det Fと等容変形成分 F̃ = J−

1
3 F

に分解し，超弾性体のひずみエネルギ密度関数 W(F)
を，次のように等容変形成分 W iso(F̃) と体積変形成分
Wvol(J)に分離できることを仮定する．

W(F) = W(J
1
3 F̃) = W iso(F̃) +Wvol(J) (2)

このとき，Kichhoff応力の偏差成分 τ̃(y)は以下より計
算される．

τ̄(F) = 2F
∂W iso(F)
∂C

FT , τ̃(y) = τ̄(F̃) − 1
3

Itrτ̄(F̃) (3)

ここで，Cは右 Cauchy変形テンソル，Iは単位テンソ
ルである．また，式 (3)の第２式における変形勾配テン
ソル F̃は現配置の位置 yから計算されるものとする．
本研究では，次の体積変形に関するひずみエネルギ
密度関数を採用する．

Wvol(J) =
K
2

(J − 1)2 (4)

ここで，K は体積弾性係数である．このとき，圧力 p
は次式で求められることとなる．

p = −K(J − 1) (5)
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以上の超弾性構成則に基づき，変形後の位置 yと圧
力 pを独立変数とする混合型定式化を行うと，運動方
程式の弱形式は以下のように表される．

∫
Ω

ρ
∂2y
∂t2 · w dX +

∫
Ω

{τ̃(y) : ∇sw + pJ∇ · w} dX

−
∫
Ω

f · w dX = 0 (6)

ここで，ρ， f は初期配置を基準とした密度，体積力で
あり，wは仮想変位である．また，∇swは以下で表され
る現配置における仮想ひずみである．

∇sw =
1
2

∂w∂y +
(
∂w
∂y

)T


また，体積変形に対する構成則の弱表現は圧力 pに対
する許容変数 qを用いて以下で与えられる．∫

Ω

(
1
K

p + J − 1)q dX = 0 (7)

さらに本研究では，安定化有限要素法 [1]を適用するた
め，圧力のラプラス作用素に対応した圧力安定化項を
式 (7)に追加した次式を用いる．∫

Ω

{
1
K

pq + β∇p · ∇q + (J − 1)q
}

dX = 0 (8)

ここで，βは安定化パラメータであり，詳細は後述する．

3. 時間積分
前節の弱定式化された支配方程式に対して，筆者が
提案する微圧縮性に対する分離型時間積分 [2]を適用す
る．これまでの研究では，体積変形に対する材料構成
則は線形であることが前提となっていたが，式 (8)は非
線形の関係式である，したがって，拘束条件に新たな
近似を導入することが必要となる．本研究では，時間
方向を以下のように離散化する．
[ステージ 1]

1
∆t

(
yn+1 − yn

)
= vn+ 1

2 (9)

2
∆t

∫
Ω

ρ
(
vn+ 1

2 − vn
)
· w dX

= −
∫
Ω

{τ̃(yn) : ∇n
sw + p̄nJn∇n · w} dX

+

∫
Ω

f n · w dX (10)

∫
Ω

1
K

p̄nq − β∇n p̄n · ∇nq dX

= −1
2

∫
Ω

{(Jn − 1) + (Jn+1 − 1)}q dX

+
∆t
2

∫
Ω

Jn∇n · vnq dX (11)

[ステージ 2]

2
∆t

∫
Ω

ρ
(
vn+1 − vn+ 1

2

)
· w dX

= −
∫
Ω

{τ̃(yn+1) : ∇n+1
s w + p̄n+1Jn+1∇n+1 · w} dX

+

∫
Ω

f n+1 · w dX (12)

∫
Ω

{
1
K

pn+1q − β∇n+1 pn+1 · ∇n+1q
}

dX

= −1
2

∫
Ω

{(Jn − 1) + (Jn+1 − 1)}q dX

+
∆t
2

∫
Ω

Jn+1∇n+1 · vn+1q dX (13)

ここで，yn, vn は時刻 tn に対応する nステップの位置，
速度の近似値であり，vn+ 1

2 は nステップと n+ 1ステッ
プの中間時刻における速度である．圧力については，瞬
時値として定まるものとして，ステージ１とステージ
２のそれぞれで時刻 tn, tn+1 に対応した p̄n, pn+1 が用い
られる．また，∆t = tn+1 − tn は時間刻み， f n は時刻 tn
における外力である．式 (11)(13)の右辺は，n, n + 1ス
テップにおける変形前後の体積比から計算される圧力
と速度から計算される圧力変化量により表されたアル
ゴリズム上の圧力であり，Energy–Momentum法 [4]の
おけるアルゴリズム上の応力と類似な近似である．以
上の時間積分法は，線形化されたとき，これまでの定
式化 [2]と一致する．さらに，体積弾性係数 K → ∞の
非圧縮性の場合には，非線形拘束条件の問題に対する
Rattle法に本手法は帰着される．

4. 空間離散化と全離散化方程式
上述の本研究で提案する時間積分法を適用して得ら
れた半離散化方程式 (9)～(13) において，変位，速度，
圧力を独立変数として Galerkin法に基づき空間方向に
離散化する．
ステージ 1について空間離散化を行うと以下の代数
方程式が得られる．
[ステージ 1]

Vn+ 1
2 =

1
∆t

(Yn+1 − Yn) (14)

2
∆t

M(Vn+ 1
2 − Vn) = Fn

ext − Fn
int + CnP̄n (15)

SnP̄n = −1
2

(
Rn + Rn+1 − ∆tCtVn

)
(16)

ここで，Yn,Vn,Vn+ 1
2 はそれぞれ nステップの離散化さ

れた変形後形状 yn
h，nステップの離散化された速度 vn

h

および離散化された中間速度 v
n+ 1

2
h に対する節点ベクト

ルであり，P̄nは nステップの離散化された圧力 phの自
由度のベクトルである．行列M,Cn,Snは，離散化され
た仮想変位 wh および離散化された圧力の許容変数 qh
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を用いて，前述の弱定式化に基づき以下で表される．∫
Ω

ρyn
h · wh dX =WtMYn (17)∫

Ω

qhJn∇n · vh dX = Qt(Cn)tV (18)∫
Ω

{
1
K

phqh + β∇n ph · ∇nqh

}
dX = QtSnP (19)

ここで，Wは離散化された許容変数 wh の節点ベクト
ル, Qは離散化された許容変数 qh の自由度ベクトルで
ある．さらに，Fn

int,F
n
extは nステップにおける内力と外

力の等価節点力ベクトル，Rnは nステップにおける体
積変形量に対するベクトルであり，以下で表される．∫

Ω

∇n
swh : τ̃(yn) dX =WtFn

int (20)∫
Ω

wh · f n dX =WtFn
ext (21)∫

Ω

(Jn − 1)qh dX = QtRn (22)

式 (14)(15)において，変位ベクトルU = Yn+1 −Ynを
導入し，中間速度のベクトル Vn+ 1

2 を消去し，変位につ
いての質量行列Mを対角化した集中化質量行列 M̃に
置き換えると次式が得られる．

M̃U = ∆tMVn +
∆t2

2
CnP̄n +

∆t2

2

(
Fn

ext − Fn
int

)
(23)

式 (16), (4.)を連立すると，変位ベクトル Uと n + 1ス
テップの位置 Yn+1が求められるが，この方程式は非線
形方程式である．そこで，変位 u = yn+1 − yn に関する
次の線形化を考える．

Jn+1 ≃ Jn + Jn∇n · u (24)

これを離散化すると，

Rn+1 ≃ Rn + (Cn)tU (25)

と表される．これを式 (16)に適用し，Uを消去すると，
圧力 P̄n のみの方程式として次式が得られる．(

Sn +
∆t2

4
(Cn)tM̃−1Cn

)
P̄n

= −Rn − ∆t2

4
(Cn)tM̃−1

(
Fn

ext − Fn
int

)
(26)

いま，行列 (Cn)tM̃−1Cnは圧力に対する離散ポアソン作
用素に対応する．式 (26)の求解で得られた圧力 P̄n は
式 (16)を満たすものではないが，本研究では非線形反
復計算を避けることとし，この圧力をステージ 1の近
似解とする．続いて変位ベクトル Uを式 から計算し，
中間速度の節点ベクトル Vn+ 1

2 と n + 1ステップの位置
Yn+1 を求めることができる．
ステージ 2の空間離散化についても，ステージ 1と
同様に以下の代数方程式として表すことができる．

[ステージ 2]

2
∆t

M
(
Vn+1 − Vn+ 1

2

)
= Fn+1

ext − Fn+1
int + Cn+1Pn+1 (27)

Sn+1Pn+1 = Rn + Rn+1 +
∆t
2

(Cn+1)
tVn+1 (28)

ここで，ステージ 1と同様に集中化質量行列 M̃を適用
し，Vn+1 を消去すると次式が得られる．(

Sn+1 +
∆t2

4
(Cn+1)tM̃−1Cn+1

)
Pn+1

= −1
2

(Rn + Rn+1) − ∆t
2

(Cn+1)tVn+ 1
2

+
∆t2

4
(Cn+1)tM̃−1

(
Fn+1

ext − Fn+1
int

)
(29)

ここで現れた圧力に対する係数行列は次のステップの
ステージ 1にも現れることから，連立１次方程式の求
解に直接法を用いる場合には，三角化された行列を保
存すれば，係数行列の三角化は各時間ステップで 1回
のみとできる．以上より，変形の自由度より少ない圧
力の自由度に関する連立１次方程式を各ステップで求
解する時間積分のアルゴリズムが得られる．

5. 圧力安定化四面体 1次要素
空間離散化に対しては，変位については四面体１次
要素を適用し，圧力は要素毎に定数とし，ラプラス作
用素として表される圧力安定化項を導入する．弱形式
では圧力の勾配が必要であるが，圧力は不連続な区分
的定数関数であることから，これを直接求めることは
できない．そこで，本研究では，面を共有する隣接要
素において，要素境界面の圧力を隣接要素の圧力の平
均値として定義し，要素重心点と要素境界面で構成さ
れる四面体毎に圧力の勾配を近似することで圧力安定
化項の離散表現を与える [1][5]．なお，圧力安定化項に
ついては，現配置で評価するものとする．
安定化項の大きさを制御する人工的なパラメータ β
に関しては体積弾性係数 K，要素代表長さ h，無次元定
数 αにより，次式のように表す．

β =
αh
K

(30)

要素代表長さ hには，要素境界の三角形の面積の平方根
を用い，無次元定数 αについては，線形の自由振動問
題における固有値から適切なパラメータとして α = 0.1
を算出し，非線形問題で用いることとした．

6. 結
本研究では，微圧縮超弾性体の大変形問題に対する
ロバストな有限要素解析手法として，圧力安定化四面
体 1次要素に分離型時間積分を適用した新しい手法を
提案した．今後は，実際に数値計算を実施し，提案手
法の有効性を示す予定である．
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