
計算工学講演会論文集 Vol. 29 (2024 年 6 月) 日本計算工学会

FFT-based均質化法に基づくミクロスケール
トポロジー最適化の熱・流体問題への適用
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The aim of this study is to apply the numerical analysis methods based on the Fast Fourier Transform (FFT)
to the framework of the inverse homogenization method for thermal and fluid problems. The micro-scale
domain to be designed consists of solid and fluid domains, and its structure is assumed to be periodic. The
Stokes equation and the thermal advection-diffusion equations are defined as the governing equations on
the micro scale, which are solved using a FFT-based homogenization algorithm. Specifically, the unknown
variables in the governing equations are approximated using Fourier series, and the solution method is based
on the fixed-point iteration method. The objective function of the optimization problem is a component of
the homogenized thermal conductivity tensor, and its sensitivity is analyzed based on the continuous adjoint
variable method. Several optimization computations are performed using the proposed method, and the
results are discussed.
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1. 緒言
電子部品や機械を適切な動作温度に保つため，これ
らの効率的な冷却は重要な課題である．このような背
景から，製品開発の初期段階から合理的な熱および流
体の流れを考慮したものづくり，特にトポロジー最適
化を駆使した新しい設計プロセスが注目を集めている．
熱・流体問題を対象としたトポロジー最適化の最初
期の研究は，Dede [1] や Yoon [2] による研究である．
Dedeは，流体のエネルギー損失と解析領域の平均的な
温度の両者の重み付き和を目的関数としたトポロジー
最適化を実施している．Yoonは，熱入力部の温度上昇
を抑制するための構造設計問題を紹介している．その
後，熱・流体問題のトポロジー最適化は，冷却流路設
計問題，自然対流問題，非定常問題，乱流問題など様々
な設計問題に展開されている [3]．
上記の先行研究では，設計対象となる構造の巨視的
構造の最適化を行うのが主流である．これに対して多
孔質構造やラティス構造などのような微視的構造を有
する構造を前提として，その設計にマルチスケールト
ポロジー最適化手法を導入するアプローチも存在する．
マルチスケールトポロジー最適化は，構造物の微視的
構造（ミクロ構造）を設計することで，所望の性能を
発揮させる設計手法である．ミクロ構造を適切に設計
することで，例えば軽量性，衝撃吸収性，遮音性，断
熱性などの様々な特性を発揮させることが可能である．
それゆえに，これらの機能を付与した機能性材料を創

生するための研究・開発が盛んである．本研究では，熱
交換器のさらなる性能向上を期待し，その設計にマル
チスケールトポロジー最適化手法を応用することを目
指す．ここでは，その基礎的な検討としてミクロ構造の
均質化特性を制御するための最適設計手法を構築する．
熱・流体問題を対象とした構造最適化分野において，
ミクロ構造の設計手法に関する研究はいくつか挙げら
れる [4,5,6,7]．Takezawaら [4]や Gengら [5]は，ミク
ロ構造に占める固体部分 (あるいは流体部分)の割合の
マクロ的な分布関数を設計変数としている．ミクロ構造
のトポロジーは単純な形状を予め仮定した上で，ミクロ
構造をなす特定の部材寸法を設計変数の値に応じて変
化させるというアプローチである．一方で，Francisco
ら [6]や Sukulthanasornら [7]は，逆均質化法 (inverse
homogenization method) [8,9] に基づきミクロ構造の設
計手法を紹介している．これらは，ミクロ構造のトポ
ロジーは仮定せず，それ自体の設計を目的としたもの
である．Franciscoら [6]は，均質化熱伝導係数の成分
を最適化するために，熱・流体問題を考慮したミクロ
構造の設計手法を提案した．ここでは，熱の移流・拡散
問題の均質化問題の導出方法として，two scale asymp-
totic expansion with drift approach [10]が用いられてい
る．Sukulthanasornら [7]は，非定常熱伝導問題を対象
として，ミクロ構造の寸法効果を考慮可能なミクロ・
マクロ同時トポロジー最適化手法 (concurrent topology
optimization method)を提案している．
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ところで，上記のミクロ境界値問題の数値解法とし
て，有限要素法 (Finite element method: FEM)を用いる
のが主流である．一方で近年，FEMを代替するより効
率的なミクロ境界値問題の数値解法として高速フーリ
エ変換 (Fast Fourier Transform: FFT)に基づく数値解法
が注目されている [11]．FFTに基づく均質化手法をト
ポロジー最適化に応用した報告は，松井ら [13]や Chen
ら [12]による線形弾性問題を対象とした研究が挙げら
れる．中でも松井ら [13]は，FEMとの比較検証により，
計算時間とメモリ使用量の観点から FFTに基づく数値
解析手法の優位性を報告している．また，松井らは，高
解像度のミクロ構造を前提としてトポロジー最適化を
行うことで，低解像度の場合と比較してより優れたト
ポロジーが得られることを示している．これらの結果
に着目し，本研究においても FFTに基づく均質化アル
ゴリズムを採用する．
以上の背景から，本研究では，FFTを駆使した熱・流
体問題に対する逆均質化手法の開発を行う．ここでは，
Franciscoら [6]の手法に基づき，順解析および随伴解析
を FFTに基づくアルゴリズムに置き換えることで，計
算効率に優れた新たな最適化手法を構築する．次節以
降の構成として，はじめにミクロ支配方程式と，その
数値解法について述べる．次に最適化問題の定式化に
ついて記述する．最適化アルゴリズムは勾配法を用い
る．目的関数は均質化熱伝導係数テンソルの成分とし，
その設計変数による勾配は随伴変数法に基づき導出す
る．本手法をいくつかの最適化計算例に適用し，その
結果について考察する．

2. 均質化問題
(1) 支配方程式
周期的なミクロ構造からなる多孔質体内部の流体お
よび熱の流れを考える．周期的なミクロ構造をユニッ
トセルと呼び，Y と表す．ユニットセルは流体領域 Yf

と固体領域 Ys からなり，Yf と Ys は Yf ∪ Ys = Y および
Yf ∩ Ys = ∅を満足するものとする.

Stokes方程式に支配される流れの場合，ミクロ境界
値問題として Stokes方程式、マクロスケールの方程式
として Darcy則が導かれる．ここでは，Allaire [14]に
倣い，ミクロ境界値問題として以下の Stokes方程式と
流速に対する周期境界条件を定義する．

−Pr
∂2ui

∂y2
j

+Gi +
∂p
∂yi
= 0 in Yf

∂u j

∂y j
= 0 in Yf

ui = 0 in Ys

ui, p is Y-periodic

(1)

ここで，ui および p, Pr, Gi はそれぞれ流速，圧力，プ
ラントル数，マクロ圧力勾配である．
熱の移流・拡散問題に対するミクロ・マクロスケールの
支配方程式の導出手順は，two scale asymptotic expansion
with drift approach [10]に基づき Franciscoら [6]により
示されている．この文献に倣い，ミクロ境界値問題と

して以下の移流・拡散問題を考える．

Pelocu j

(
∂T
∂y j
+ E j

)
− ∂

∂y j

(
kf

(
∂T
∂y j
+ E j

))
− Pelocū jE j = 0

in Yf

− ∂

∂y j

(
ks

(
∂T
∂y j
+ E j

))
− Pelocū jE j = 0

in Ys

T is Y-periodic
(2)

ここで，T および Peloc, Eiはそれぞれ温度，local Péclet
数，マクロ温度勾配である．ūiは領域 Y 上の流速 uiの
平均であり，以下で定義される．

ūi =
1
|Y |

∫
Y

uidY (3)

流体問題を対象としたトポロジー最適化手法 [15]に
基づき，Stokes方程式に固体領域のみに作用する外力
として Brinkman項を加える．これは，固体領域にて流
速がゼロとなる条件を課すために導入されるもので，以
下で与えられる．

f B
i = −α(y)ui (4)

ここに，f Bは Brinkman項を表す．αは逆透過抵抗係数
であり，以下で与えられる．

α(y) =

αs in Ys

0 in Yf
(5)

ここで，αs は固体の逆透過抵抗係数である．固体領域
において流速をゼロとするには αs → ∞の極限を考え
る必要があるが，数値計算上は十分に大きな値を設定
する．本研究では αs = 105 とする．また，熱伝導係数
の分布関数 k(y)を導入し，以下のように定義する．

k(y) =

ks in Ys

kf in Yf
(6)

上記の Brinkman項および熱伝導率の分布関数表現を用
いて，流体・固体領域上で統一的にミクロ境界値問題
を記述する．

−Pr
∂2ui

∂y2
j

+ αui +Gi +
∂p
∂yi
= 0 in Y

∂u j

∂y j
= 0 in Y

ui, p is Y-periodic

(7)

Pelocu j

(
∂T
∂y j
+ E j

)
− ∂

∂y j

(
k
(
∂T
∂y j
+ E j

))
− Pelocū jE j = 0

in Y

T is Y-periodic
(8)
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(2) FFTに基づく均質化法
概して FFTに基づく均質化問題の数値解法は，未知関
数をフーリエ級数で近似し，そのフーリエ係数を不動点
反復法 (Fixed point iteration method)を用いて求解する
ものである．ここでは，前節で示した Stokes-Brinkman
方程式および熱の移流・拡散方程式で表される二つの
ミクロ境界値問題を FFTに基づく均質化アルゴリズム
により解く手法について記述する．
a) 未知関数のフーリエ級数による近似
本研究では，Y-periodicな関数 Φ(y)をフーリエ級数
を用いて以下のように近似する．

Φ(y) =
1
N

N−1∑
n=0

Φ̂n exp (iξn · y) (9)

ここで，i2 = −1は虚数，N は計算格子点の数を表す．
Φ̂は Φの離散フーリエ変換を表し，以下の式で与えら
れる．

Φ̂k =

N−1∑
n=0

Φn exp (−iξk · yn) (10)

ここで，yn と ξn は離散的な座標ベクトル，周波数ベ
クトルを表す．離散フーリエ変換の実行には Intel Math
Kernel Libraryの DFT関数を用いる．
b) Stokes-Brinkman方程式に対する求解手法

Chenによる文献 [16]に基づき，Stokes-Brinkman方
程式に対する FFT に基づいた数値解法について記す．
まず，不動点型の方程式を導出する準備として，下式
で定義される polarizationベクトル τを導入する．

τ(y) = − (α(y) − αref) · u(y) (11)

αref は参照逆透過抵抗係数であり，以下で与える．

αref =
1
2

(
min
y∈Y

α(y) +max
y∈Y

α(y)
)

(12)

式 (11)を用いると，支配方程式は以下のように書ける．
∂ui

∂y2
j

− αrefui −
∂p
∂yi
+ τi = Gi (13)

∂2 p
∂y2

j

=
∂τ

∂y j
(14)

上式のフーリエ変換は以下のようになる．
−

(
∥ξn∥2 + αref

)
ûn − iξn p̂n + τ̂n = Ĝ

− ∥ξn∥p̂n = iξn · τ̂
(15)

ここで，∥ • ∥は ℓ2ノルムを表す．式 (15)から，以下の
不動点型の方程式が導かれる．

ûn =


1
αref

(
τ̂0 − Ĝ

)
if n = 0

Ĝn · τ̂n else
(16)

ここで，Ĝnはグリーン作用素であり，以下で表される．

Ĝn =

I − ξn ⊗ ξn

∥ξn∥2
∥ξn∥2 + αref

FFT-based algorithm 1 Compute u
1: Initialize u0

n
2: while error1 > ϵ do
3: τk

n ⇐ −(α − αref)uk
i

4: τ̂k
n ⇐ FFT

(
τk

n

)
5: if i = 0 then
6: ûk+1

0 ⇐ 1
αref

(
τ̂0

k − Ĝ
)

7: else
8: ûk+1

n ⇐ Ĝ · τ̂k
n

9: end if
10: uk

n ⇐ IFFT
(
ûk

n

)
11: calculate error1
12: end while

流速 uの離散フーリエ変換 ûnを不動点反復法により求
めるアルゴリズムは FFT-based algorithm 1として掲載
している．error1は，この反復計算の収束判定に用い
る誤差の指標であり，本研究では以下の式で計算する．

error1 =

√
1
N

N−1∑
n=0
∥uk+1

n − uk
n∥

∥Uk∥ (17)

Uk は k 回目の反復におけるマクロ流速である．また，
error1が ϵ = 10−6 よりも小さくなれば反復計算を終了
する．
c) 移流・拡散方程式に対する求解手法

Toらによる文献 [17]に基づき，移流・拡散方程式に
対する FFTに基づいた数値解法について記す．まず，j,
e, qを以下の式で定義する．

ji = k
(
∂T
∂yi
+ Ei

)
, ji = kei (18)

q = PelocûE j − Pelocu j

(
∂T
∂y j
+ E j

)
(19)

j, e, qを用いると，支配方程式は以下のように記述で
きる．

div j + q = 0, rot e = 0 (20)

次に，以下で定義される polarizationベクトル τを導入
する．

τ = (k − kref)e (21)

kref は参照熱伝導係数である．ここで， j, eは τを用い
て以下のように計算できることに留意する．

e = (k − kref)−1τ, j = τ + krefe (22)

続いて，式 (20)をフーリエ変換し，不動点型の方程式
を導くことを考える．ここでは，FFT-basedスキームの
中でも，polarizationベクトルの離散フーリエ変換 τ̂nを
不動点反復の未知変数とする polarization-basedスキー
ムを採用する．不動点型の方程式を導くための準備と
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して，二つのプロジェクター Pn, Qn，そしてベクトル
γn を以下のように導入する．

for n , 0

Pn =
ξn ⊗ ξn

∥ξn∥2
, Qn = I − Pn, γn = −i

ξn

∥ξn∥2
(23)

for n = 0

P0 = Q0 = 0, γ0 = 0 (24)

式 (23)のように定義した Pn, Qnは以下の性質を満たす．
for n , 0

Pn Pn = Pn, QnQn = Qn

PnQn = Qn Pn = 0
Pn + Qn = I

(25)

式 (23)で定義した Pn, Qn，γnを用いると，式 (20)を
下式となるように式変形できる．

Pn ĵn + γ̂nq̂n = 0, Qnên = 0 (26)

さらに式変形したのちに，条件をまとめると以下のよ
うになる．

for n , 0

Ĝn

[
ĵn + γ̂nq̂n

]
= 0, Ĝn =

P̂n

kref
(27)

Dnên = 0, D̂n = krefQ̂n (28)

for n = 0

ê0 = Ê (29)

以上の条件を満足する τの求解を不動点反復法により
行う．そのためのアルゴリズムを FFT-based algorithm 2
として掲載する．error2は，この反復計算の収束判定
に用いる誤差の指標であり，本研究では以下の式で計
算する．

error2 =

√
∥τ̂k+1

n − τ̂k
n∥

∥τ̂k
n∥

(30)

また，error2が ϵ = 10−6 よりも小さくなれば反復計算
を終了する．パラメータ βは −1.5とする．

3. トポロジー最適化
(1) 材料補間
材料分布は区分一定値関数 ϕ(y)で表現する．固体領
域は ϕ(y) = 1で，流体領域は ϕ(y) = 0で表される．ト
ポロジー最適化では，勾配情報を活用するために，元
の離散的な最適化問題を連続的な問題に緩和する．そ
れに伴い，各点での材料特性は設計変数に関する補間
関数で表現する．本研究では，逆透過抵抗係数，熱伝
導率を以下のような冪関数により補間する．

α(y) = αsϕ(y)qα

k(y) = kf + (ks − kf)ϕ(y)qk
(31)

ここで，qα, qkは正の値をとるペナルティパラメータで
ある．

FFT-based algorithm 2 Compute τ
1: Initialize τ̂0

n
2: while error2 > ϵ do
3: τk

n ⇐ IFFT(τ̂k
n)

4: ek
n ⇐ (k − kref)−1τk

n
5: jkn ⇐ τk

n + krefek
n

6: qk
n ⇐ un · ek

n
7: êk

n ⇐ FFT(ek
n)

8: ĵkn ⇐ FFT( jkn)
9: q̂k

n ⇐ FFT(qk
n)

10: if i = 0 then
11: τ̂k+1

0 ⇐ τ̂k
0 + βk0

(
êk

0 − Ê
)

12: else
13: τ̂k+1

n ⇐ τ̂k
n − βk0Gn

(
ĵkn + γ̂k

nq̂k
n

)
+ βDnêk

n
14: end if
15: calculate error2
16: end while

(2) 最適化問題
最適化問題を一般的に以下のように記述する．

maximize f0(u,T, ϕ(y))
subject to R = 0

0 ≤ ϕ ≤ 1.0
g ≤ 0

(32)

ここで， f0 は目的関数，R = 0は支配方程式，gは制
約関数を表す．ここでは，目的関数として均質化熱伝
導係数テンソルの第 l成分,制約関数として体積制約を
設定する．

f0l =

∫
Y

k
∂

∂yl
(T + Elyl) + Peloc (ūl − ul) TdY. (33)

g0 =
1

Vmax|Y |

∫
Y
(1 − ϕ)dY − 1 ≤ 0 (34)

ここで，Vmaxは領域 Y に占める流体体積比率の制約値
である. また，上記最適化問題を解くための最適化アル
ゴリズムとしてMethod of moving asymptotes [18]を用
いる．

(3) 随伴解析
連続形の随伴変数法を用いて目的関数の勾配および
随伴問題を導出する．まず，目的関数に対するラグラ
ンジュ関数を以下のように定義する．

L0 = f0 +LS +LE (35)

ここで，LS, LEはそれぞれ問題 (7)，(8)に対するラグ
ランジュ関数であり，以下のように定義する．

LS =

∫
Y

{
Pr
∂λi

∂y j

∂ui

∂y j
+ αλiui + λiGi +

∂p
∂yi

λi − κ
∂u j

∂y j

}
dY.

(36)

B-04-05 第29回計算工学講演会

© 一般社団法人日本計算工学会 - B-04-05 -



LE =

∫
Y

{
ψPelocu j

∂

∂y j

(
T + E jy j

)
+
∂ψ

∂y j
k
∂

∂y j

(
T + E jy j

)
−ψPelocE jū j

}
dY + ω j

(
ū j −

1
|Y |

∫
Y

u jdY
)
.

(37)

ここで，λi, κ, ψ, ωi は随伴変数である．続いて，L0 の
微分を考える．

L ′
0 (u, p,T, ū, λ, κ, ψ, ω, ϕ)

[
δu, δp, δT, δū, δλ, δκ, δψ, δω, δϕ

]
= L ′

0ϕ[δϕ] +L ′
0up[δu, p] +L ′

0T,ū[δT, δū]

+L ′
0λ,κ[δλ, δκ] +L ′

0ψ,ω[δψ, δω]

.

(38)

ここで，δ•で変数の任意変動を表す．上記の第 4, 5項
は状態決定問題に対するラグランジュ関数と等しくな
る．すなわち，u, p’, T , ūが状態決定問題 (7)，(8)の解
であれば第 4, 5項はゼロとなる．次に，随伴変数 λi, κ
が以下の随伴問題の解であれば，第二項はゼロとなる．∫

Y

{
Pr
∂λi

∂y j

∂δui

∂y j
+ αλiδui + Hiδui + δu j

∂κ

∂y j
− ∂λi

∂yi
p
}

dY = 0

(39)

ここで，Hi は以下で与えられる．

Hi = −PelocδilT + ψPeloc
∂

∂yi

(
T + E jy j

)
− ωi

|Y | (40)

ここで，δil は Kroneckerのデルタを表す．さらに，随
伴変数 ψ, ωが以下の随伴問題の解であれば，第三項は
ゼロとなる．∫

Y

{
δT Peloc(−u j)

(
∂ψ

∂y j
+ δ jl

)
+
∂δT
∂y j

k
(
∂ψ

∂y j
+ δ jl

)
− δT Peloc(−ū j)δ jl

}
dY

+ δū j

(
ω j +

∫
Y
−ψPelocE j + Pelocδ jlTdY

)
= 0

(41)

ここで，ωi は以下で与えられる．

ωi = −
∫

Y
−ψPelocEi + PelocδilTdY (42)

残る第一項は以下のようになる．

f ′0lϕ[δϕ] = L ′
0ϕ[δϕ] =∫

Y

{
∂α

∂ϕ
λiui +

∂k
∂ϕ

(
∂ψ

∂y j
+ δil

) (
∂T
∂y j
+ E j

)}
δϕdY

= ⟨g0, δϕ⟩

(43)

ここで，g0 は目的関数 f0 の勾配である．まとめると，
連続形の随伴変数に基づき，λi, κ, ψを未知関数とする
二つの随伴問題 (39), (41)および目的関数の勾配 g0 が
導出された．

4. 実装上の諸条件
(1) Continuation approach
より優れた局所解を得たり最適解におけるグレース
ケール領域を減らす目的で，最適化計算の過程におい
て補間関数のペナルティ係数を調整する方法は Contin-
uation approachと呼ばれる．ここでは，qαの値は 20ス
テップごとに {6, 5, 4, 3}の順に変化させる．一方で，簡
単のため qk は 3で固定する．

(2) 最適化計算の収束条件
以下の条件を満たした場合に最適化計算が収束した
と判断し，計算を終了する．∣∣∣∣∣∣ f n+1

0 − f n
0

f n
0

∣∣∣∣∣∣ < 10−3 (44)

ここに，f n
0 は第 n最適化ステップでの目的関数値である．

5. まとめ
本研究では，熱・流体問題に対する逆均質化問題を，

FFTに基づく数値計算法を用いることを前提に解く手
法を開発した．これらの数値計算例を発表で紹介する．
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