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高信頼度なPINNに向けた
境界条件の厳密な付与方法と動的重みの併用
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We present an approach to improve the accuracy of the inverse analysis in PINN by imposing the boundary
conditions exactly and by introducing the dynamic weight tuning method. In standard PINN formulations,
the boundary conditions are considered by the loss function. In this study, we introduce the distance function
to impose them exactly. In addition, we apply the dynamic weight tuning to improve the accuracy of the
inverse analysis. The effectiveness of the proposed method is demonstrated by numerical experiments.
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1. 緒言
Neural Networkを用いて偏微分方程式を（数値的に）
解く取り組みは，1990年代から行われている [1,2,3]．近
年の計算機の高速化・大容量化，および機械学習ライブ
ラリの普及により，機械学習モデルの応用例は様々な分
野で展開されている．一方，機械学習モデルの発展に伴
い，モデルに説明性を求める動向が高まっており [4,5,6]，
大量のデータに基づくモデル（purely data-driven）に
代わり，事前知識を導入したモデル（prior knowledge-
informed）の開発が盛んである [7]．物理問題への適用
においても同様の動きが見られ，前述の手法に類似した
形で既知の物理法則を学習に利用するモデルが複数提案
されている（例えば， [8,9,10]）．特に，PINN（Physics-
Informed Neural Network） [11]は順解析・逆解析の両
者に適用可能という特徴を持ち，希少データを活用す
る問題・分野などで応用されている [12,13]．
著者らはこれまでに PINNを用いて非圧縮性流体の流
れ場・パラメータを逆解析する技術を開発してきた [14,
15]．しかし，従来の PINNでは損失関数を介して境界
条件の影響を導入していたため（soft (BC) imposition），
これを厳密に満足することが困難であった．対処として，
(1) soft impositionの影響を強める方法 [9,16,17,18]
(2) 複数の Neural Networkを用意し，それぞれに境界
条件と支配方程式を学習させる方法 [8,19,20]

(3) 境界までの距離を表現する関数を用意・利用して
境界条件を課す方法 [21,22,23]

などが挙げられる．ただし，(1)と (2)の方法は，境界
条件の合致の精度が最適化手法の性能に依存する．ま
た，これらはNeural Networkによる近似に留まるため，
境界条件の厳密な満足は保証されない．最適化手法や
Neural Networkの性能に依存しない方法として，本研

究では (3) の方法を採用する．これには，境界までの
距離を表現する距離関数を用意する必要があるが，幅
広い問題に対応するためには，解析領域の形状に柔軟
に対応可能な関数を定義する必要がある．そこで，R-
function [24,25]に基づく距離関数を導入することで，境
界条件を厳密に満足した（hard (BC) imposition）PINN
を構築する [23]．ただし，逆解析に適用する際には，観
測データの情報を取り込むための損失項は必須である．
一方，損失項が複数存在する場合，各項に乗ずる重み
を適切に設定する必要があるため，著者らが提案する
動的重み付け法 [18]を導入する．

2. PINN: Physics-Informed Neural Network
モデル問題として，以下の Poisson方程式を考える．

−∇ · (κ∇u) = f in Ω (1)

u = gD on ΓD (2)

n · ∇u = gN on ΓN (3)

ただし，Ω ⊂ Rd は有界領域，Γ (= ∂Ω)はΩの境界であ
る．ΓD は Dirichlet境界，ΓN は Neumann境界であり，
Γ = Γ̄D ∪ Γ̄N，ΓD ∩ ΓN = ∅，ΓD , ∅とする．また，nは
Γ上の外向き単位法線ベクトルである．κ， f は，それ
ぞれ，既知の拡散係数（定数とする），ソースである．

PINNは，まず問題に対する解をMLP（Multi-Layer
Perceptron）により近似する [26,27]．入力を x

(
∈ R f (0)

)
，

出力を ŷ
(
∈ R f (L)

)
とする L層のMLPにおいて，第 l (=

1, 2, . . . , L)層での順伝播 z(l)
(
∈ R f (l)

)
は以下の通りであ

る．
z(l) = σ(l)

(
W(l)z(l−1) + b(l)

)
(4)

ただし，z(0) = x，z(L) = ŷであり，σ(l) (·)は活性化関数
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と呼ばれる，要素ごとに作用する非線形写像である．
ただし，σ(L) (·) は恒等写像とする．W(l)

(
∈ R f (l)× f (l−1)

)
，

b(l)
(
∈ R f (l)

)
は第 l層の重み，バイアスである．ここで，

式 (1) の解 u(x) を MLP û(x; θ) により近似し（θ ={
W(l),b(l)

}L

l=1
），以下の損失関数を定義する．
L(θ) = LPDE(θ) + λBCLBC(θ) (5)

ただし，λBCはLPDEに対するLBCの相対的な重要度を
示す重みである．LPDE，LBC は以下の通りである．

LPDE(θ) =
1

NPDE

NPDE∑
i=1

|−∇ · (κ∇û(xi; θ)) − f (xi)|2 (6)

LBC(θ) =
1

NBC,D

NBC,D∑
i=1

|û(xi; θ) − gD(xi)|2

+
1

NBC,N

NBC,N∑
i=1

|n(xi) · ∇û(xi; θ) − gN(xi)|2
(7)

なお，逆解析に適用する際には，観測データの情報を
取り込むため，損失関数を以下のように改める．
L(θ) = LPDE(θ, κ̂) + λBCLBC(θ) + λDataLData(θ) (8)

ただし，κ̂は κの推定値，λDataはLDataの重要度を示す
重みである．LData は以下のように定義する．

LData(θ) =
1

NData

NData∑
i=1

|û(xi; θ) − u(xi)|2 (9)

ただし，u(xi)は xi における観測データである．

3. 高精度化手法
(1) 境界条件の厳密な付与
式 (5)では，損失関数を介して境界条件の影響を考慮
している．この方法は soft impositionと呼ばれ，境界条
件を厳密に満足することは困難である．先行研究にお
いて，soft impositionを用いて十分な精度を得た例もあ
るものの [11,28]，問題によっては解の精度や収束性が
著しく低下する場合もあることが知られている [21,23]．
本研究では，R-function [24,25]に基づく距離関数を用
いて，境界の表現，および境界条件の付与を行う [23]．
a) R-functionによる距離関数
本研究では，Ω上で定義される，Γまでの距離を表
現する関数として，その厳密な距離を示す関数を EDF
（Exact Distance Function）と呼び Φと記すこととする．
また，その近似的な距離を示す関数を ADF（Approxi-
mate Distance Function）と呼び ϕと記す．
まず，EDFの特性として，以下が挙げられる [25]．

(A) Φ(x) = 0 at x on Γ
(B) ∂νΦ(x) = 1 at x on Γ
(C) ∂m

ν Φ(x) = 0 at x on Γ for any m ≥ 2
ただし，∂(·)は (·)方向の方向微分，νは Γ上の内向き単
位法線ベクトルとする（ν = −n）．ADFは EDFの近似
であるため，可能な限り EDFと同様の特性を持つこと
が望ましい．具体的には，上記の特性 (A)，(B)につい
ては ADFも同様に満足することを要求し，特性 (C)に
ついては幾つかの高階微分がゼロとなることを要求す
る．すなわち，ADFが備えるべき特性は以下である．

(a) sPQ (b) tPQ (c) ϕPQ

図–1: 線分 S PQ に対する各関数

(a) ϕ(x) = 0 at x on Γ
(b) ∂νϕ(x) = 1 at x on Γ
(c) ∂m

ν ϕ(x) = 0 at x on Γ for some m ≥ 2
このとき，ϕはm次まで正規化されている，という [24]．
以降，これを強調するとき，ϕ = ϕ(m)と書くこととする．
初めに，ある 1つの線分に対する距離関数を考える．
点 P (= xP)と点 Q

(
= xQ

)により定義される線分 S PQに
対し，以下の符号付き距離関数 sPQ を定義する．

sPQ (x) =
1

∥xPQ∥2
s′PQ (x) =

1
∥xPQ∥2

(
nPQ · (x − xP)

)
(10)

ただし，s′PQ は点 Pと点 Qにより定義される直線 S ′PQ
の陰関数表示，∥xPQ∥2

(
= ∥xQ − xP∥2

) は S PQ の長さ，
nPQ

(
= xPQ/∥xPQ∥2

)は S PQ の単位法線ベクトルである．
また，以下のトリミング関数 tPQ を定義する．

tPQ (x) =
1

∥xPQ∥2

( ∥xPQ∥2
2

)2

− ∥x − xC∥2
 (11)

ただし，xC
(
=

(
xP + xQ

)
/2

)は S PQの中点である．最後
に，線分 S PQ を，sPQ = 0と tPQ ≥ 0の積集合として解
釈し [24,25]，任意の点 xから S PQ までの距離（ADF）
ϕPQ

(
= ϕPQ

(
sPQ, tPQ

))を以下のように定義する [29]．

ϕPQ (x) =

s2
PQ +


(
s4

PQ + t2
PQ

)1/2 − tPQ

2


2

1/2

(12)

以上より，点 P (0.25, 0.25)と点 Q (0.75, 0.55)に対して
定義される sPQ，tPQ，ϕPQを図–1に示す．同図 (c)より，
線分 S PQ 上で ϕPQ = 0，かつ S PQ 以外の点で ϕPQ > 0
となっていることが確認できる．
次に，境界 Γが複数の線分から構成される場合を考
える（Γ = ∪

i=1 Γi）．境界 Γiまでの距離を示す ADFを
ϕi とすると（ϕi = 0 on Γi），境界 Γまでの距離 ϕは以
下のように得られる [25]．(

ϕ(m) =
)
ϕ =

∏
i ϕi(∑

i ϕ
m
i

)1/m =
1(∑

i ϕ
−m
i

)1/m (13)

ただし，m (∈ Z+)は ϕの正規化の次数である．以上より，
単位正方形領域Ω = [0, 1]2に対して定義されるADF ϕ，
および EDF Φ を図–2 に示す．同図より，正規化の次
数 mの増加に伴い ϕがΦに漸近することが確認できる
（ϕ m→∞−−−−→ Φ [25]）．mの選び方には任意性があるが，先
行研究 [25,30]では m = 2程度が広く用いられている．
本研究では，m = 1, 2, 4, 8 を用いて事前検証を行った
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(a) ϕ(m=1)
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(b) ϕ(m=2)
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図–2: 単位正方形領域における距離関数
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(b) ϕ(m=2)
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図–3: 各距離関数，および 1階・2階導関数

結果，m = 1, 2はほぼ同等の精度・収束性を示したが，
m = 4, 8では学習が不安定となった．以上の検討，およ
び先行研究 [23]に倣い，以降の数値実験では m = 1を
用いる．ここで，Γ上でゼロとなる距離関数の候補とし
て，以下も考えられる．(

ϕ(∗) =
)
ϕ =

∏
i

ϕi (14)

式 (13)と式 (14)の相違点は
(∑

i ϕ
m
i

)1/mで除するか否か
であるが，式 (14)は前述の特性 (b) ∇νϕ(x) = 1 at x on Γ
を満たさない（図–3参照）．本研究では混合境界値問題
への適用を考えるため，単位法線ベクトルの定義のし易
さから，式 (13)を用いる．複数の先行研究 [1,2,21,22]
で式 (14)に類似した距離関数が用いられているが，同様
の理由から混合境界値問題への適用には不適と考える．
b) 距離関数を用いた境界条件の付与
ここでは，Dirichlet条件について議論する（Neumann
条件も同様に，距離関数を用いて考慮するが，詳細は
文献 [23,31,32]に譲る）．soft impositionではMLP出力
そのものを近似解として採用するが（u ≃ I (û) B û），
hard impositionでは以下を近似解とする．

u ≃ P (û) B ũ B ḡD + ϕDû (15)

ただし，ḡDはDirichlet条件の内挿関数（ ḡD|ΓD
= gD）で

ある．ϕDは ΓDまでの距離を示す（ϕD|ΓD
= 0）から，ũ

はDirichlet条件を厳密に満たす．ここで，Dirichlet境界
ΓDが ΓD,i (i = 1, 2, . . . , n)から構成されており，Dirichlet
条件 gD,i と各境界までの距離 ϕi が既知とする．このと
き，内挿関数 ḡD を以下のように定める [24]．

ḡD =
∑

i

wigD,i (16)

wi =
ϕ
−µi
i∑

j ϕ
−µ j

j

=

∏
j; j,i ϕ

µ j

j∑
k
∏

j; j,k ϕ
µ j

j

(17)
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図–4: Dirichlet条件 gD と内挿関数 ḡD

ただし，µiは Γiにおける補間の次数であり，ḡDは Γi上
で µi − 1回連続微分可能となる [24]．例として，

Γ1 = {(x, 1) | 0 ≤ x ≤ 1} (18)

Γ2 = {(1, y) | 0 ≤ y ≤ 1} (19)

Γ3 = {(x, 0) | 0 ≤ x ≤ 1} (20)

Γ4 = {(0, y) | 0 ≤ y ≤ 1} (21)

で定められる領域 Ω に対して，∂Ω = ΓD =
∪4

i=1 Γi，
gD,1 = sin (πx)，gD,2 = gD,3 = gD,4 = 0としたときの gD

と ḡDを図–4に示す（µiは全て 1とした）．同図より，境
界上でのみ定義されている gD : ΓD → Rが，ḡD : Ω̄→ R
として領域内部にも拡張されていることが確認できる．

(2) 動的重み付け法
上述の手法に従えば境界条件を満たす近似解を得る
ことができるため，soft impositionで必要とされた式 (7)
を損失関数から取り除くことができる．しかし，逆解
析への適用では式 (9)を導入して観測データを取り込む
必要がある．すなわち，hard BC impositionを用いた場
合の損失関数は以下のように改められる．

L̃(θ) = L̃PDE(θ, κ̂) + λDataL̃Data(θ) (22)

ただし，L̃PDE，L̃Dataは式 (6)，式 (9)における ûを ũに
置き換えたものである．損失関数が複数の項から構成
される場合，各項の重要度が同様となるよう重みを調
整すべきであるが [17,33]，適切な重みを事前に設定す
ることは困難である．そこで本研究では，著者らが提
案した動的重み付け法（dynamic normalization）を併用
する．詳細は文献 [18,34]に譲るが，n epoch目のパラ
メータ更新において，L̃Dataに乗ずる重みを以下のよう
に更新する．

λ(n)
Data =

∥∇θLPDE

(
θ(n)

)
∥2

∥∇θLData
(
θ(n)) ∥2 (23)

λ̂(n)
Data = βλ̂

(n−1)
Data + (1 − β) λ(n)

Data (24)

λ̃(n)
Data =

λ̂(n)
Data

1 − βn (25)

ただし，式 (22)の λDataを式 (25)の λ̃Dataに置き換える．
なお，β (∈ [0, 1))は指数減衰率であり，経験的に β ≥ 0.9
の値を用いることが多い [18,34]．また，特に式 (23)の
計算負荷が大きいことから，その緩和のため，重みの
更新は τ (≥ 1) epochごとに実行する．
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û

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
x

0.00

0.25

0.50

0.75

1.00

y

0.0000

0.0125

0.0250

0.0375

0.0500

| û
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(b) hard imposition（左: 近似解 ũ，中央: 参照解との差分 |ũ − uFDM |，
右: y 方向への微分 ∂yũ）

図–5: Poisson方程式における soft impositionと hard im-
positionの比較

(3) 正値性の要求
一般的な PINNの逆解析では，物理パラメータの推
定値（例えば，κ̂）を重みやバイアスと同様に更新する．
これは，本来正値である κの推定値 κ̂が負値を取り得
ることを認めており，学習によって κ̂ が正値（すなわ
ち，真値）に収束することを期待している，一種の soft
impositionと言える．本研究では κ̂に対して以下の変換
を施すことで，正値性を要求する．

κ̃ B h+ (κ̂) (26)

ただし，h+ : R→ R+は正値を返す関数である．本研究
では，式 (26)を posivity enforcementと呼ぶこととし，
h+ (·)には指数関数 exp (·)を用いる（R→ R+で全単射）．

4. 数値実験
(1) 順解析: Poisson方程式
まず，式 (1) – (3)の Poisson方程式を対象とし，境界
条件の取り扱いに関する比較を行う．式 (18) – (21)の境
界を持つ単位正方形領域Ωに対して，ΓD = Γ1∪Γ2∪Γ4，
ΓN = Γ3 とし，ソース f，Dirichlet条件 gD，Neumann
条件 gN を以下のように定める．

f (x) = sin (2π(x + y)) (27)

gD (x) =

sin (πx) on Γ1

0 on otherwise
(28)

gN (x) = 0 on ΓN (29)

以上の条件で有限差分法（FDM: Finite Difference
Method）により得た数値解 uFDM を参照解とする．
幅 f (l) = 64，深さ L = 3のMLPを用いた結果を図–5
に示す．同図より，soft imposition ûと hard imposition
ũ では，近似解自体の概形は同様であるものの，特に
境界付近での誤差の生じ方に大きな相違があることが
確認できる．具体的には，図–5の中央列を比較すると，
soft impositionでは Dirichlet境界 ΓD = Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ4 で
Dirichlet条件 gDが満たされていないことが顕著に確認
できる．一方，hard impositionでは，ΓD上で gD = ũが

図–6: Cavity流れ（Re = 1, 000）における参照解
（左: 鉛直速度，中央: 速度ノルム，右: 圧力）

図–7: Cavity流れ（Re = 1, 000）における逆解析結果
（左: Reynolds数の逆解析結果，　右: 提案法での圧力
分布の逆解析結果）

確認できる．また，図–5の右列より，soft impositionで
は Neumann境界 ΓN = Γ3で n · ∇û = gN = 0が満たされ
ていない．他方，hard impositionでは，ΓN上で n·∇ũ = 0
となっており，Neumann条件も正しく考慮できている．
参照解との相対 ℓ2 誤差 ϵ を比較すると，
• soft imposition: ϵ = 4.47 × 10−2

• hard imposition: ϵ = 2.31 × 10−3

であり，1オーダー程度の精度向上が確認できる．

(2) 逆解析: Navier-Stokes方程式
非圧縮性流体の逆解析を対象として，hard imposition
と動的重み付け法，および posivity enforcementの併用に
よる効果を検証する．問題設定として，2次元の Cavity
流れを考える．支配方程式は，以下の（無次元化した）
非圧縮性 Navier-Stokes方程式である．

∇ · u = 0 in Ω (30)

(u · ∇) u = −∇p +
1

Re
∇2u in Ω (31)

ただし，u
(
= (u, v)⊤

)は速度，pは圧力，Reは Reynolds
数である（本研究ではRe = 1, 000）．逆解析への適用を
検討するため，観測データとして利用する参照解を作成
した．これには FDMを適用し，変数配置にArakawa B
型格子 [35]，空間スキームに 3次精度風上差分法 [36,37]
と 2次精度中心差分法，時間スキームに射影法 [38]を
用いた．得られた数値解は先行研究 [39,40]と概ね良く
合致しており（図–6），学習に利用するには十分な精度
であると考える．
本問題は，空間中に無作為に配置した NData(= 256)点
の速度の観測データから，当該流れ場の Reynolds 数，
および圧力場を逆解析するものとする．幅 f (l) = 64，深
さ L = 5のMLPを用いた結果を図–7に示す．図–7の左
図より，hard impositionの導入，および hard imposition
と動的重み付け法の併用では，Reynolds数の推定値が
真値に収束していない．hard impositionと posivity en-
forcementの併用では，80,000 epoch程度で真値に収束
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しつつあるが，安定するには至っていない．一方，hard
impositionと動的重み付け法，および posivity enforce-
mentの併用では，20,000 epoch程度で真値に収束し始
め，50,000 epoch程度で安定している．また，図–7の
右図より，各手法を併用した結果，観測データを与え
ていない圧力場も精度良く逆解析できている．

5. 結言
本研究では，PINNにおける境界条件の取り扱いに関
する議論を行った．まず，Poisson方程式を対象に，損失
関数を介して境界条件を考慮する soft imposition [11]，
境界条件を満たすよう近似解を修正する hard imposi-
tion [23]を比較した．本検討により，hard impositionを
導入することで，損失関数を利用せずに境界条件を満た
すことができることを確認した．また，非圧縮性Navier-
Stokes方程式を対象に，hard impositionを用いた物理パ
ラメータ（Reynolds数），および未観測の物理量（圧
力場）の逆解析を行った．その結果，hard impositionを
導入するのみでは物理パラメータの逆解析が困難であ
ることが確認された．hard impositionに加え，動的重み
付け法 [18,34]，および物理パラメータの符号を考慮す
る posivity enforcementを導入することで，推定値が正
しく真値に収束することを確認した．また，同手法で
はデータを与えていない圧力場の逆解析も高精度に実
施可能であることを示した．本研究に示した境界条件
の取り扱いは複雑な形状の境界に対しても適用可能で
あるため [23,24,32]，今後はより一般的な問題への拡張
を検討する計画である．
謝 辞: 本 研 究 は ，JSPS 科 研 費 JP23KK0182・
JP23K17807・JP23H01662・JP22H03601・JP23KJ1685，
JST次世代研究者挑戦的研究プログラム JPMJSP2136，
および九州大学数理・データサイエンス教育研究セン
ターの支援を受けた．ここに記して謝意を表する．
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