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交通流の連続体モデル解析
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Traffic congestion has long been a social problem, but it has become more severe in recent years as the
number of automobiles owned has increased. Traffic flow simulation is used for preliminary evaluation
of traffic congestion problems. Macro traffic flow models, one of the traffic flow simulation models, are
expressed in terms of partial differential equations and are mainly used for online traffic flow simulation.
However, the partial differential equations include parameters that are unobservable in reality and have been
determined by empirical rules, making it difficult to represent actual traffic flow. Physics-Informed Neural
Network(PINN), a machine learning method that can analyze partial differential equations, can perform
parameter identification according to the governing equations. The objective of this study is to use PINN
to adequately represent real-world traffic flow. In this paper, PINN is applied to the 1D advection-diffusion
equation as a preliminary evaluation and its usefulness is demonstrated.
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1. 序論
自動車の保有台数の増加に伴い，交通渋滞の発生が
社会問題となっている．国土交通省によると，平成 31・
令和元年での高速道路，都市高速道路，直轄国道の渋
滞による損失時間の合計は 17.1億時間にのぼり，平成
30年と比較しても同程度となっている [1]．これにより，
経済活動の阻害，交通事故の増加，沿道環境の悪化など
が引き起こされるため，渋滞問題の解決が求められて
いる [2]．そこで，道路ネットワークを対象として交通
流量を最適化する施策が考案される中で，時間的，経
済的コストを考慮した事前評価の手段として，交通流
シミュレーション [3]が注目されている．交通流シミュ
レーションを活用することで，様々な条件で交通流シ
ステムを再現できる他，渋滞の原因や渋滞が交通流ネッ
トワークをどのように伝播しているのかという事項の
特定が可能である．
交通流シミュレーションモデルは緻密性や計算コス
トの面から，マクロ交通流モデルとミクロ交通流モデ
ルに大別される [3]．ミクロ交通流モデルとは，車両を
離散的に扱い，車両別に解析するというものであり，各
車両が別々にモデル化され，車両間の相互作用を表現
することが可能であり，精緻な結果を得ることができ
る．しかし，広域の交通流や車両台数が多い交通流を
対象とする場合，計算コストが莫大になってしまうた
め，主にオフライン交通流シミュレーションに活用さ
れる．マクロ交通流モデルとは多数の車両の運動から

なる交通流を巨視的に捉え，連続した流体とみなすと
いうものである．マクロ交通流モデルは計算対象が大
規模になっても計算量を抑えることが可能であること
から，交通流ネットワークのオンラインデータを受け
取って行う交通流シミュレーションで活用されること
が多い．また偏微分方程式で表されることから，解は
微分可能な関数であることが多いため，モデルベース
での交通流量などの推定や OD推定，交通ネットワー
クの最適化に適用できる．しかし，マクロ交通流モデ
ルは人間の認知や相互作用によって織りなす社会シス
テムの 1つであり，ドライバーの運転スタイルのラン
ダム性などを支配原理として定式化するのが困難であ
るため，定式化する上でパラメータを経験的に定めて
いる．そのため，マクロ交通流モデルは現実では観測
不可能なパラメータが含まれ，現実の交通流を適切に
表現することが困難である．よって，マクロ交通流モデ
ルを用いて現実の交通流を再現するためには様々な条
件に応じたパラメータを適切に知ることが求められる．
ここで，近年，機械学習は著しい発展を見せており，科
学・工学分野へも広く浸透している．特に，Deep Neural
Network（DNN）を用いた研究では，物理シミュレー
ションのサロゲートモデルとしての適用が検討されて
いる [4]．しかし，DNNの特性上，ブラックボックス的
な運用は避けられず，DNNの推論解が支配方程式を満
たす保障はない．そこで，我々はDNNの学習において
教師データとDNNの予測値との誤差を損失関数とする
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だけでなく，対象とする物理支配方程式に関する誤差項
を損失関数に追加した Physics-Informed Neural Network
(PINN） [5]に着目した．PINNは要素離散化を必要と
しない点や順解析による推論解の出力だけでなく，出
力値からパラメータを推定する逆解析によって未知の
変数に対して，係数同定が可能であるという特性 [6]か
ら，幅広い応用がなされている [7,8]．
そこで，本研究の目的はマクロ交通流モデルの 1つ
である Payne–Whitham model (PWM) [9,10]に含まれる
現実の交通流では観測不可能なパラメータの係数同定
を PINNの逆解析を用いて行うことで，マクロ交通流
モデルの普遍性を担保し，現実の交通流を適切に再現
することとなる．本稿では，1 次元移流拡散方程式に
PINNの順解析，逆解析を適用することにより，事前検
証を行った．

2. Payne–Whitham model (PWM)
マクロ交通流モデルは多数の車両の運動からなる交
通流を巨視的に捉えることにより，交通流を連続流体と
して表現し，交通密度の粗密の変化を波の伝播とみな
して表現するモデルである．PWM[9,10]はマクロ交通
流モデルの 1つであり，次の通り表される．式 (1)–(4)
で表される変数の意味を表–1に示す．

∂ρ

∂t
+
∂
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表–1 PWMの変数
ρ 密度 [台/km]
t 時間 [h]
x 位置 [km]
v 速度 [km/h]
τ 反応時間 [h]

V(ρ) 平衡速度 [km/h]
c0 交通音速 [km/h]
vm 最大（制限）速度 [km/h]
ρm 最大密度 [台/km]

ここで，運動方程式 (2)の右辺にある反応時間 τはドラ
イバーの反応と車両の制御にかかる時間を示したもの
であり，この値が小さければ前方の交通流の変化に車
両が早く対応できるということを示す．また，交通音速
c0 は式 (3)において仮想圧力 p(ρ)を定めるために用い
る．これらの 2つの変数は実際の交通流で観測不可能
なパラメータとされており，一般的に研究者によって，
恣意的に定められる．また，式 (4)はマクロ交通流モデ
ルの主要なパラメータである密度–速度の関係について
示している．

3. 機械学習手法
本章ではPINN[5]およびその基礎であるFeed-forward

Neural Network (FNN) [11] について議論する．また，
PINN において重要な要素である逆解析について議論
する．

(1) Feed-forward Neural Network (FNN)
FNNは最も基本的な深層学習モデルであり，高い表
現力を持つことが知られている [11]．FNNはデータを
上層から下層に向かい，順伝播させるものであり，入
力値X ∈ R fin，出力値 ŷ ∈ R fout で L層を持つ FNNでは，
第 l(= 1, 2, 3, . . . , L)層における順伝播 zl ∈ R f l

hid は以下
の通りである．

zl = σl(zl−1wl + bl) (5)

ここで，z0 = X，zL = ŷであり，σl(·)は活性化関数で
あり，各要素に作用する非線形写像 (出力層では恒等写
像)である．また，wl，blはそれぞれ第 l層おける重み，
バイアスであり，これらを最適化したとき学習終了と
なる．学習では問題に応じた損失関数を定義し，最小
化することでパラメータ (重み，バイアス)が最適化さ
れる．本研究で用いる二乗誤差では，以下の損失関数
を最小化する．

L =
∑

i

|ŷ(Xi; θ) − yi|2 (6)

ここで，θ = {wl, bl}Ll=1はパラメータベクトルであり，yi

は Xi に対する教師データであり，ŷ(Xi; θ)は推論解で
ある．また，損失関数を最小化し，パラメータを最適
化するのは勾配降下法が用いられ，以下のように表さ
れる．

θ(n+1) = θ(n) − η(n)∇θL(θ(n)) (7)

ここで，θ(n)，η(n)はそれぞれ nエポック目でのパラメー
タベクトル，学習率である．

(2) Physics-Informed Neural Network (PINN)
PINN[5]は図–1の概略図に示すように，FNNで定義
した損失関数に加え，物理現象の支配方程式の情報を
損失関数に組み込むことで機械学習のブラックボック
ス性を克服するというものである．以下のように記述
される初期値境界問題について考える．

∂

∂t
u(t, x) = F [u(t, x);µ] (8)

u(0, x) = g(x) (9)

u(t, x) = h(t, x) (10)

ここで，式 (8)は支配原理である偏微分方程式，式 (9)，
式 (10)はそれぞれ初期条件，境界条件である．また，式
(8)の F [·;µ]は µをパラメータに持つ偏微分作用素で
ある．PINNでは，まず FNNにより支配方程式の解 u
の推論解 ûを出力する．その後，推論解 ûに対し，自動
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図–1 PINNの概要図

微分 [6,12]を用いることにより，式 (7)に含まれる物理
量の微分の算出および式 (8)–(10)を計算し，損失関数
として取り込むことで学習がなされる．ここで，自動
微分を用いる上で重要になる活性化関数の設定は，先
行研究 [6]に倣い，tanh(·)を採用した．それに伴い，重
みの初期化に Glorotの初期化 [13]を採用する．以上よ
り，PINNが最小化する損失関数LPINNは以下の通り定
義される．

LPINN B λDataLData + λPDELPDE

+ λICLIC + λBCLBC
(11)

LData =
∑

i

|ûi − u(ti, xi)|2 (12)

LPDE =
∑

i

∣∣∣∣∣ ∂∂t ûi − F [ûi;µ]
∣∣∣∣∣2 (13)

LIC =
∑

i

|ûi − g(xi)|2 (14)

LBC =
∑

i

|ûi − h(ti, xi)|2 (15)

ここで，ûi = û(ti, xi; θ)である．LDataは教師データと推
論解の差異として定義される損失項であり，LPDE，LIC，
LBCはそれぞれ，偏微分方程式，初期条件，境界条件と
の整合性を評価する損失項である．また，λData，λPDE，
λIC，λBC は各項に与える重みであり，それぞれの相対
的な重要度を示す．
a) 逆解析
本稿における逆解析では，θ = {wl, bl}Ll=1 に加えて推
定するパラメータを学習パラメータとして FNNに追加
し，損失関数の最小化を行うことにより，逆解析を実施
する．PWMを例に挙げると，反応時間 τと交通音速 c0

を推定する際には，対応する学習パラメータ µ = {τ̂, ĉ0}
を定め，式 (13)のLPDE = LPDE(θ,µ)を最小化すること
で逆解析を実施する．したがって，式 (7)で示した勾配
降下法を θ，µの両者に対して適用する．

θ(n+1) = θ(n) − η(n)∇θLPINN(θ(n),µ(n)) (16)

µ(n+1) = µ(n) − η(n)∇µLPINN(θ(n),µ(n)) (17)

ここで，θ(n)，µ(n)はそれぞれ nエポック目でのパラメー
タベクトル，η(n) は学習率である．

4. 数値実験
(1) 1次元移流拡散方程式の順解析・逆解析

1次元移流拡散方程式に対し，PINNによる順解析，
逆解析を行った数値実験を示す．1次元移流拡散方程式
の支配方程式，初期条件，境界条件は以下のように与
えられる．

∂u
∂t
+ a
∂u
∂x
= k
∂2u
∂x2 (18)

u(0, x) = sin(πx) (19)

u(t,−1) = u(t, 1) = 0 (20)

ここで，t ∈ [0, 1]，x ∈ [−1, 1]である．aは移流速度，k
は拡散係数であり，a = 0.8，k = 0.03とした．
また，本研究で用いるネットワーク構造は，

{
f l
hid

}L−1

l=1
=

fhid = 50，L = 5 とし，活性化関数には，
{
σl(·)

}L−1

l=1
=

σ(·) = tanh(·)を用い，重みの初期化にはGlorotの初期化
[13]を採用している．最適化手法にはAdam[14]を採用
し，学習率 ηは η = 0.001，1次・2次モーメント推定の指
数減衰率 β1，β2はそれぞれ β1 = 0.9，β2 = 0.999とした．
なお，本研究における PINNの開発には TensorFlow[14]
を用いた．
a) 順解析
順解析では，学習データを用いない教師なし学習によ
り数値実験を行った．よって，損失関数は式 (13)–(15)か
ら構成され，損失項の各項の重みはすべて 1とした．ま
た，入力値の選点方法はランダムサンプリングを採用し，
ネットワークに与え，50000エポックのフルバッチ学習
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を行った．順解析の結果と有限差分法 ( Finite Difference
Method (FDM) )の解析による比較を図–2に示す．

図–2 順解析の学習結果

図–2 はそれぞれ，t = {0.0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1.0} にお
いての PINNの推論解と FDMでの解析解の比較を行っ
ており，良い一致を示していることが分かる．
b) 逆解析
逆解析では，FDMで学習データを作成し，教師あり
学習により数値実験を行った．このときの損失関数は
式 (11)のように表される．また，損失項の各項の重み
の設定は，PINNの学習過程にネットワーク中を逆伝播
する損失関数のパラメータ勾配を用いた動的重み付け
法 (Dynamic Normalization (DN) )[16,17]を用いた．DN
では，新たなパイパラメータが必要となるが，順解析，
逆解析において，高精度化を可能にする．本研究では，
DNでのハイパーパラメータである動的重みの指数減衰
率 β，更新間隔 τはそれぞれ，β = 0.99，τ = 10とし
た．また，入力値の選点方法は規則配置を用いること
で，誤差の収束性が向上する [18]ことから，規則配置を
採用し，50000エポックのフルバッチ学習を行った．学
習データは図–3の FDMの解析解より，xは x = 0.1か
ら 0.9まで，0.1刻み，tは t = 0.0から 1.0まで，0.1刻
みごとに与え，計 190点の情報から移流速度 aと拡散
係数 kを逆解析する．ここで，逆解析の推定値は学習
データに与える FDMの精度が影響することが確認でき
たため，FDMではクーラン数と拡散数に則り，人口粘
性が十分に小さくなる時間刻み幅を設定し，解析した．
学習過程での移流速度 aの推定値，拡散係数 kの推定
値の推移を図–4，図–5にそれぞれ示しており，移流速
度は約 3000エポック程度，拡散係数は約 5000エポッ
ク程度で収束している．また，学習終了時点でのそれぞ
れの推定値を表–2に示す．移流速度は図–4，表–2より，
真値と比較して誤差は 0.004125%となっており，高精
度に推定が実行できている．拡散係数は図–5，表–2よ
り，真値との誤差は 1.8%であり，先行研究 [17]と同程
度の良好な推定が実行できている．

(2) PWMの順解析・逆解析 (省略)
PWMに対する順解析および，逆解析の数値実験につ
いての議論は，本稿では省略し，口頭発表にて行う．

図–3 FDMによる解析解と学習データ点

図–4 移流速度の推定の推移

図–5 拡散係数の推定の推移

表–2 移流速度・拡散係数の推定結果
移流速度 a (error[%]) 拡散係数 k (error[%])

True 0.8 0.03
Identfied 7.99967 (0.04125%) 0.03054 (1.8%)

5. 結論
本稿では，PINNを PWMに適用し，逆解析を行う前
の性能評価として，比較的容易に表現することが可能
な 1次元移流拡散方程式を対象として，PINNの順解析，
逆解析を行った．順解析では，教師なし学習で解析を
行い，FDMの結果とよく一致することから，支配方程
式に基づく学習が十分にできていると考えられる．ま
た，逆解析では，学習データを与えることにより，パラ
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メータの推定を行い，移流速度 aでは高精度に，拡散
係数 kは先行研究 [17]と同程度の結果を得ることがで
きた．よって，1次元移流拡散方程式に関して順解析，
逆解析を行い，十分な有用性を得ることができたため，
今後の研究では PWMに PINNを適用することが念頭
に置かれる．PWMでは，実際には観測不可能な未知パ
ラメータである反応時間 τ，交通音速 c0 を支配方程式
に基づき，学習データから適切に逆解析することが目
的となる．これらの反応時間 τ，交通音速 c0 の分布は
解析領域全体で一定ではなく，時間や座標に依存する
ことから，逆解析では時間や座標に依存する分布の推
定を行う必要がある．これらについての議論は，口頭
発表にて行う予定である．
謝辞: 本研究は，JSPS科研費 23K24857，23K13513の
支援を受けたものである．ここに記して謝意を表する．
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