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階層型領域分割法に基づく deflation前処理の性能評価
Performance Evaluation of Deflation Preconditioning
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The Deflated Conjugate Gradient (DCG) method represents is one of preconditioned conjugate gradient
method that utilize of known linearly independent vectors. In this study, we focused on the subdomain
eigenmode deflation preconditioning, in which the analysis domain is divided into several regions and the
lower-order eigenmodes are obtained independently in each domain and used as preconditioning. In our
previous study, the method assumes that the doamin used for parallel computation and the domain where
the deflation basis are acquired coincide. Thus, we proposed a preconditioning that allows the domain used
for parallel computation and the domain where the deflation basis are acquired to be set independently.
In this method, the analytical mesh is divided into two layers, and each layer is assigned to a domain for
parallel computation and a segmentation area for preconditioning. The effectiveness of the proposed method
is evaluated in terms of preconditioning and parallel computation performance using a structural analysis
example with a thin plate structure.
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1. 緒言
有限要素法は偏微分方程式の数値計算手法として有
効な手法のひとつであり、構造解析など連続体を対象
としたシミュレーションに広く用いられている。解析対
象を詳細に評価する場合、形状そのものや物性値の分
布を精緻に表現するために離散化に用いるメッシュ数
が増大することで、取り扱う問題が大規模となる。大
規模問題に対して、計算時間の短縮とメモリ容量の制
約を緩和する目的で、分散メモリ型並列計算機を利用
した並列計算手法の研究が進められてきた。
単体の計算機を用いた並列計算は、メモリ容量など，
ハードウェアの制約から扱える問題が限られるため、大
規模自由度問題を計算する場合には分散メモリ型並列
計算機の利用が必須となる。また分散メモリ型並列計
算機の利用においても、メモリ容量など個々の計算ノー
ドのハードウェア的制約が存在する。そこで有限要素
法の並列計算では、解析メッシュを複数の領域に分割し
て並列に計算を進める、領域分割法が広く用いられる。
本研究では、領域分割法の利用を前提に、有限要素
法による構造解析を対象として、最終的に疎で正定値
対称な係数行列を持つ連立一次方程式の求解に帰着す
る問題を扱う。このような問題では、連立一次方程式の
求解を行う線形ソルバが解析に要する計算時間の多く
を占める。線形ソルバのひとつである反復法は、ある
手順に沿って近似解を反復的に更新し、真の解へ漸近
させる手法である。この手法は高い並列計算性能の実
現が期待できるものの、数値誤差の影響を受けやすく、
問題によっては反復法ループが収束しない場合がある。

そこで実用上、反復法の収束性・安定性を向上させる
ため、反復法前処理が利用される。特に並列計算を前
提とした大規模問題への利用を考慮すると、並列計算
性能と前処理性能の両立が課題となる。
著者らはこれまで、解くべき係数行列の低次固有モー
ドを前処理として利用する、固有モード deflation (eigen
mode deflation)に着目し、検討を進めてきた。Deflation
前処理は、既知の線形独立な複数ベクトルを係数行列
から縮約する手法 [1,2]である。既知の複数ベクトルと
して低次固有モードを利用する固有モード deflationで
は、反復法の収束性悪化の一因となる低次固有モード
成分を縮約できるため、解くべき問題の条件数が低減
され反復法の収束性向上が期待される。一方、固有モー
ド deflationは条件数削減効果が期待される反面、あら
かじめ固有モードが得られている場合を除き、反復開
始前に固有値解析を行い、縮約に必要な低次固有モー
ドを取得する必要がある。低次固有モードを求める固
有値解析には Lanczos法 [3]などの手法が存在するが、
いずれの手法でも低次固有モードの計算コストは無視
できない。
この問題を解決するため、解析領域をいくつかの領域

(subdomain)に分割し、それぞれの領域で独立に defla-
tion基底を取得する subdomain deflation手法 [4]に着目
し、固有モードを用いた deflation 前処理に subdomain
deflationを適用した「subdomain固有モード deflation」
を考案した。この手法は、固有値解析を並列計算に利用
する分割領域内の自由度に制限し、固有値問題の規模
を低減することで固有値解析に必要な計算量の削減を
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狙った。また、問題全体で 1つの deflation基底を取得
した場合に比べ、subdomain deflationで得られた複数の
基底を前処理に用いると、前処理性能の向上が期待さ
れる [5]。一方この研究の範囲では、並列計算に用いる
分割領域と前処理に利用する deflation基底の取得領域
は一致しているとした。この場合、固有値問題の規模
を低減させるには並列数を増やさなければならず、並
列数が小さい実行例においては、当該前処理の有効性
を示すことができていなかった。
以上より本研究では、subdomain固有モード deflation
前処理を対象に、並列計算に用いる分割領域と前処理
に利用する deflation基底の取得領域を独立に設定可能
とする前処理手法を提案する。提案手法は、解析メッ
シュを 2階層に領域分割し、それぞれを並列計算に用
いる分割領域と前処理適用に用いる分割領域に割り当
てる。本研究の範囲では、この基礎的検討として、並
列計算に用いる分割領域数よりも前処理適用に用いる
分割領域数が大きい場合に注目し、検討を行う。薄板
構造を有する構造解析例題を用いて、提案手法の前処
理性能と並列計算性能を評価する。

2. Deflated前処理
反復法前処理は、反復法の収束性向上を目的として、
対象となる連立一次方程式にあらかじめ式変形を施す
手法である。前処理は、式 (1) に示す連立一次方程式
Ax = bの両辺に対し、式 (2)で示す前処理行列 Mの逆
行列を左から乗じる。ここで、Aは大きさ n× nの正定
値対称行列、xは大きさ nの解ベクトル、bは大きさ n
の右辺ベクトルである。このような前処理を特に左前
処理と呼ぶ。前処理付き反復法の計算時間は式 (2)の求
解時間と前処理行列 M の生成時間の合計で定まる。

Ax = b (1)

M−1Ax = M−1b (2)

Deflation前処理とは、事前に取得した既知の基底の
組を deflation基底として入力し、解くべき係数行列か
ら入力基底の情報を除外することで、収束性の向上を
狙う手法である。連立一次方程式 Ax = bの係数行列 A
に対して、入力する ndef 本 (ndef ≪ n)の deflation基底
ベクトル w1 から wndef を式 (3)のように並べて n × ndef

の行列 W を構成する。
W =

[
w1 . . . wndef

]
(3)

ここで大きさ ndef かつ 0でないベクトル yを使用し、
解 xを次のように表す。

x = Wy + (x −Wy) (4)

A直交の定義より、式 (5)が得られる。ここで (a, b)
はベクトル a、bの内積を示す。続けて式 (5)を展開す
ることで式 (6)を得る。ここで W t は W の転置を表す．

(W, Ax − AWy) = 0 (5)

W tAx = W tAWy (6)

式 (6)を整理し、左からW を乗じて式 (7)を得る。こ
こで n× nの行列 Q = W(W tAW)−1W t を定義し、式 ( 8)

Algorithm 1 Deflated Preconditioned Conjugate Gradient
Method

1: function Deflated cg(A, b, x,W,M)
2: r0 ← b − Ax0

3: z0 ← M
−1

r0

4: p0 ← z0

5: for (i = 1, 2, 3, . . .) do
6: wi−1 ← PApi−1

7: αi ← (rt
i−1zi−1)/(pt

i−1wi−1)
8: xi ← xi−1 + αi pi−1

9: ri ← ri−1 − αiwi−1

10: if (||ri||/||r0|| < ε) then
11: exit
12: end if
13: zi ← M

−1
ri

14: βi ←
rt

i zi

rt
i−1zi−1

15: pi ← zi + βi pi−1

16: end for
17: return xi = Qb + Pt xi

18: end function

で表す。

Wy = W(W tAW)−1W tAx (7)

Wy = QAx (8)

さらに n× nの行列 P = I − AQを定義して、式 (8)を
式 (4)に代入し整理すると、解ベクトル xは式 (9)で得
られる。ここで I は単位行列である。

x = Qb + Pt x (9)

ここで式 (9)右辺第 1項は、既知の行列 Qbから求ま
る。次に式 (9)右辺第 2項は、APt = PAの関係を用い
て、式 (10)から得られる。

PAx = Pb (10)

式 (10)より、deflationは前処理行列 M−1
def を用いて式

(11)で表される。

M−1
def = I − AW(W tAW)−1W t (11)

Deflation前処理では、前処理後の行列は対称性を維
持するが特異となる。このような行列に対しても、共
役勾配法を用いた求解が可能であることが知られてお
り、本研究ではこれらの先行研究に基づき、前処理適
用後の連立一次方程式求解についても共役勾配法を利
用した。
以上の関係に基づき前処理つき共役勾配法を構成す
る。Deflation前処理を適用した共役勾配法は deflated共
役勾配法と呼ばれる場合がある。なお、deflated共役勾
配法には標準的な前処理 Mを併用可能である [6]。前処
理付き deflated共役勾配法のアルゴリズムを Algorithm
1に示す。
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3. 階層型領域分割に基づく deflated前処理
4. Overlapping型領域分割法
本研究では、有限要素離散化で得られる係数行列の
非ゼロ構造に対応するグラフ構造を取得し、グラフ分
割の結果を元にしてデータ分割を行うとの手順をとる。
有限要素法の場合、ある要素を構成する節点 aと節点
bは相互作用をもつ。ここで離散化して得られる連立一
次方程式の係数行列は、第 (a, b)番目の行列要素が非零
となる。この関係をノード va、vb とエッジ ek = {va, vb}
として、全ての節点・要素を変換することでグラフ G
を得る。
係数行列の非零構造に対応するグラフ構造を得られ
たあとは、領域分割をグラフの最小 k-wayカット問題
とみなしてデータ分割する。グラフの最小 k-way カッ
ト問題は、グラフ G に対し、ノード集合 V を p 個の
部分集合に分割することで与えられる。このとき、各
部分集合 V (i) (i = 1, . . . , p) のノード数は均一、かつ異
なる部分集合に跨るエッジ数を最小にする。ここで V (i)

は Eq. (12)、Eq. (13)を満たす。

V (i) ∩ V ( j) = ∅ (i , j) (12)
p∪

i=1

V (i) = V (13)

グラフ分割によって得られたノードの部分集合 V (i)

は、他の領域と重複なく分けられている。グラフ分割
される前の単一グラフ構造と比較すると、本来のエッ
ジ情報が欠けているため、数値シミュレーションに必
要な情報が不完全な状態となっている。そこで各ノー
ドに注目したとき、グラフ分割がなされる前の単一グ
ラフ構造と同等の相互作用関係情報を有するよう、不
足したグラフ情報を補うオーバーラップ領域を定める。
オーバーラップ領域を加味したノードの部分集合

V
(i)

(i = 1, . . . , p)は、Eq. (14)で与えられる。

V
(i)
= V (i) ∪ V (i)

ovl (14)

ここで、V (i)
ovl はグラフ G のノード集合 V (i) 以外に属す

るノードのうち、ノード集合 V (i) に隣接するノードの
集合である。ノード集合 V

(i) において、集合 V (i) を領
域 i の内部領域と呼び、集合 V (i)

ovl を領域 i のオーバー
ラップ領域と呼ぶ。さらに分割前のグラフ G のうち、
ノード集合 V

(i) で構成されるエッジ集合 E
(i) を定義し

て、部分グラフは G(i) = (V
(i)
, E

(i)
)で与えられる。

5. 階層型領域分割に基づく前処理計算
グラフ Gの分割により分割グラフ G(i) が得られたと
き、領域 i の内部領域 V (i) に対応するベクトル x(i) を
Eq. (15)、領域 iの内部領域 V (i)が領域 jの内部領域 V ( j)

から受ける作用を表す行列 A(i, j) を Eq. (16)で表す。

x(i) =


x(i)

1
x(i)

2
...

x(i)
|V (i) |

 (15)

A(i, j) =


A(i, j)

1,1 A(i, j)
1,2 . . . A(i, j)

1,|V ( j) |
A(i, j)

2,1 A(i, j)
2,2 . . . A(i, j)

1,|V ( j) |
...

...
. . .

...

A(i, j)
|V (i) |,1 A(i, j)

|V (i) |,2 . . . A(i, j)
|V (i) |,|V ( j) |


(16)

ここで、|V |はグラフのノード数（=内部領域に含まれ
る節点数）を示す。また領域 iと領域 jが隣接していな
い場合、ブロック行列 A(i, j) は零行列となる。
また、ローカル計算点番号–グローバル計算点番号の

対応関係を示す大きさ |V | × |V (k)| の 0-1 行列 P(k) を用
いてデータ分割前のベクトル x、行列 Aは、それぞれ
Eq. (17)、Eq. (18)で表される。

x =
p∑

k=1

P(k)x(k) (17)

A =
p∑

k=1

p∑
l=1

P(k) A(k,l) tP(l) (18)

ここで、左上添字 tは転置記号である。
本研究における階層型領域分割は、第 1階層目のグ
ラフ分割により領域 i の内部節点集合 V (i) に関する行
列 A(i,i) が得られた後、行列 A(i,i) の非ゼロ構造に対応
するグラフ H(i) を得る。次に、第 2 階層目のグラフ
分割として領域 i のグラフ H(i) を分割数 q でグラフ
分割する。この操作により、第 1 階層目の領域 i、第
2 階層目の領域 j に対応するブロック行列 A(i,i, j, j) を
得る。このように得られたブロック行列に対し、行列
A(i,i, j, j) (1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ j ≤ q) に対し、低次固有ベク
トルを取得して、deflation 前処理の既知の基底を計算
する。
ここで、階層型領域分割を考慮した subdomain defla-

tionによって得られる大きさ n× (ndef p q)の基底W は、
第 1階層目の領域 i、第 2階層目の領域 jで得られる大
きさ n(i, j) × ndef のブロック行列W (i, j) によって、式 (19)
で得られる。本研究の範囲内では、1領域あたりの基底
数 ndef は分割領域によらず一定とした。

W =


W (1,1) 0 . . . 0

0 W (1,2) . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . W (p,q)

 (19)

6. 計算性能評価
数値例として、薄板構造を有する構造解析例題を用
いて、提案手法の前処理性能と並列計算性能を評価す
る。大阪大学 Squid スーパーコンピュータ [7] を利用
した分散メモリ型並列環境において、提案手法の前処
理性能と並列計算性能を測定し、その有効性を評価す
る。なお、本研究の研究開発基盤として monolis を用
いた [8]。グラフ分割については、グラフ分割ライブラ
リ METIS [9]により、計算負荷の均一化および通信量
の最小化に基づく領域分割を行った。
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7. 結言
本研究では、解析領域をいくつかの領域に分割し、そ
れぞれの領域で独立に低次固有モードを取得、前処理
として利用する subdomain固有モード deflation手法に
着目した。従来、並列計算に用いる分割領域と前処理
に利用する deflation基底の取得領域は一致していると
した方法に対し、並列計算に用いる分割領域と前処理
に利用する deflation基底の取得領域を独立に設定可能
とする前処理手法を提案した。この方法は、解析メッ
シュを 2階層に領域分割し、それぞれを並列計算に用
いる分割領域と前処理適用に用いる分割領域に割り当
てる。
提案手法の有効性は、薄板構造を有する構造解析例
題を用いて、提案手法の前処理性能と並列計算性能を評
価する。詳細な内容については、口頭発表で紹介する。
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