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We aim to analyze a flapping-wing motion of a free-flight insect and have developed a new framework of
s-version of finite element method (SFEM) called B-spline SFEM (BSFEM), which achieves both localized
high accuracy and low computational cost. To analyze a large-scale problem such as a flapping free flight,
distributed memory parallel computers are often used. In this study, we achieve parallel computing using
BSFEM based on the graph structure representing the interactions between computational nodes. To evaluate
its parallel performance, strong scaling tests are performed on a 3D incompressible viscous fluid solver.
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1. 序論
昆虫の羽ばたき自由飛行は，その飛行性能の高さか
らメカニズム解明およびそれを応用した高効率な微小
飛行ロボット実現に向け注目を集めている．一方で，羽
ばたき自由飛行の数値解析のためには，昆虫周囲の局
所的な流体構造連成解析と，昆虫の大域的な自由飛行
解析というスケールギャップの大きい二者を両立するこ
と，局所高解像領域を昆虫に合わせ大移動させること
などが必要であり，その解析手法は未だ確立されてい
ない．この問題の解決のため，著者らは重合メッシュ
法 (s-version of finite element method: SFEM)[1]に着目
した．重合メッシュ法は，有限要素法の枠組みにおい
て解像度の異なる複数のメッシュを任意に重ねること
で局所高解像と低計算コスト，メッシングの簡便さを両
立する手法であり，これまで積層複合材料の応力解析
[2]～[5]や亀裂解析 [6]～[9]など多様な構造力学問題に
応用されてきた．一方で，従来の重合メッシュ法は，数
値積分精度 [1,6,7]と行列計算における収束性 [1,3,8,10]
に課題があった．これら課題の根本的な解決のため，こ
れまで著者らは B-spline基底関数と Lagrange基底関数
の両方を導入した B-spline重合メッシュ法を提案し，高
精度化および収束性の大幅な向上を達成してきた．詳
細については文献 [11,12]を参照されたい．
重合メッシュ法は局所高解像と低計算コストを両立
可能な手法であるが，羽ばたき自由飛行などの 3次元
複雑現象解析では重合メッシュ法を用いてもなお計算
が大規模化し，計算時間の増大や計算機のメモリ容量

の制約が解析の障壁となる．このような問題に対する
有効な解決方法として，message passing interface (MPI)
および分散メモリ型並列計算機を利用した並列計算が
挙げられる．重合メッシュ法の数理的基盤である有限
要素法においては，多くの場合，領域分割型並列計算
が実施されてきた．領域分割法とは，解析対象を複数
の領域に分割し，領域ごとに並列して計算を行う手法
である．事前に解析データを分割し，各プロセッサで
異なるデータを保持して計算するため分散メモリ型並
列計算機に適している．重合メッシュ法に関しては，共
有メモリ型並列化は実施されてきた [13]ものの，分散
メモリ型並列計算機を利用した領域分割型並列計算を
実施し，さらに並列性能までも議論した研究は非常に
少なく，それらの並列化手法もメッシュ毎にプロセッサ
に割り当てるなどのアドホックなものであったり [14]，
Lagrange基底関数以外への適用性に欠けている [15]な
どの課題があった．筆者らは，重合メッシュ法の領域分
割型並列化の障壁の一つを以下のように考察した．古
典的な有限要素法では 1枚のメッシュを用いて解析対
象を離散化するが，重合メッシュ法では複数のメッシュ
を重ねて離散化する．ゆえに，古典的な有限要素法で
は，同一メッシュ上の節点同士の情報の受け渡しを考
慮するのみで十分であるが，重合メッシュ法では，異
なるメッシュ上の節点同士の情報の受け渡しをも考慮
する必要がある．すなわち，重合メッシュ法では，いず
れの節点間で情報の受け渡しが生じるかが非常に複雑
になる．この問題を，本論文中ではメッシュ構造の複
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Fig.1 Global and local meshes defined in SFEM.

雑さと呼ぶ．
本研究では，このようなメッシュ構造の複雑さによ
る並列アルゴリズムの複雑化を回避し，任意のメッシュ
上の節点同士の情報の受け渡しを統一的に取り扱うこ
とを目的に，重合メッシュ法のメッシュ構造をグラフ
と呼ばれる数理的なデータ構造に一般化する．構築さ
れたグラフに対して事前のデータ分割や線形代数演算
を実施し，領域分割型並列計算を達成する．本手法は，
メッシュ構造をグラフへと一般化して取り扱うことに
より，メッシュ構造の複雑さによる困難を回避し，さら
に任意の基底関数を用いた有限要素法への適用を可能
とする汎用性をも獲得する．また，このような汎用的
なフレームワークの実現はプログラムの保守性も向上
させる．本論文では，3次元非圧縮性粘性流体解析にお
いて，提案する並列計算手法を B-spline 重合メッシュ
法ソルバーに適用し，ストロングスケーリングテスト
によってその並列性能を評価する．

2. B-spline重合メッシュ法
本章では，重合メッシュ法について概説した後，筆者
らが過去研究において提案してきた B-spline 重合メッ
シュ法について述べる．B-spline重合メッシュ法の詳細
については，文献 [11,12]を参照されたい．
重合メッシュ法は，Fig.1のように解像度の異なる複
数のメッシュを重ねて対象を離散化する手法である．本
論文では 2枚のメッシュを用いて離散化する．解析対
象領域 Ω に対し，領域全体（グローバル領域 ΩG）を
粗く離散化するメッシュをグローバルメッシュ，局所
領域（ローカル領域 ΩL）を精緻に離散化するメッシュ
をローカルメッシュと呼ぶ．重合メッシュ法において，
物理空間上の関数解 u (x)は式 (1)で表される．

u (x) =

uG (x) in ΩG\ΩL

uG (x) + uL (x) in ΩL
(1)

uG (x) ≃
∑

i

NG
i (x) uG

i , uL (x) ≃
∑

j

NL
j (x) uL

j

uG (x)および uL (x)はそれぞれグローバルメッシュ，ロー
カルメッシュにおける関数解であり，グローバルメッシュ
とローカルメッシュが重なるローカル領域 ΩL での解
は，グローバルメッシュにおける関数解と，ローカル

Fig.2 Linear, quadratic, and cubic Lagrange basis functions.

Fig.3 Quadratic and cubic B-spline basis functions for uni-
form knot vectors.

メッシュにおける関数解の和で表現される．また，各
メッシュの関数解はそれぞれ有限要素基底関数により
離散化され，各メッシュの基底関数はそれぞれ独立に定
義される．グローバル領域 ΩG の境界 ΓG には，解析領
域 Ωに課される境界条件と同一の境界条件を課す．ま
た，ローカル領域 ΩL の境界 ΓL に対しては ΓL 上での
関数解 u (x)の連続性を保証するため，式 (2)で表され
る Dirichlet境界条件を課す．

uL (x) = 0 on ΓL (2)

対象とする支配方程式が線形である場合，式 (1), (2)
を，支配方程式の重み付き残差方程式に代入すること
で，解くべき連立一次方程式 (3)が導出される．[

KGG KGL

KLG KLL

] [
uG

uL

]
=

[
f G

f L

]
(3)

式 (3)において，上付き文字G, Lはそれぞれグローバル
メッシュ，ローカルメッシュに関連することを示す．行
列 KGG, KLLはそれぞれグローバルメッシュおよびロー
カルメッシュで定義される従来の有限要素法の係数行列
と同一である．一方，行列 KGL, KLGは 2つのメッシュ
の相互作用を表し，被積分関数には NG (x)と NL (x)の
両方が含まれる．
筆者らが過去研究 [11,12]において提案してきた B-

spline 重合メッシュ法では，グローバルメッシュに B-
spline基底関数を適用し，ローカルメッシュに Lagrange
基底関数を適用する．以下では，Lagrange基底関数お
よび B-spline基底関数について概説する．
まず， Lagrange基底関数を概説する．Fig.2に 1次,

2次, 3次の Lagrange基底関数の一例を示している．1
次元の正規要素 Ω̃eにおける Lagrange補間関数は式 (4)
で与えられる．

lp
i

(
ξ̂
)
=

p+1∏
j=1, j,i

ξ̂ − ξ̂ j

ξ̂i − ξ̂ j
(4)
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ここで，i = 1, 2, . . . , p + 1 は要素内基底番号，p は関
数の次数，ξ̂は正規要素座標，ξ̂iは節点 iの正規要素座
標である．また，要素内の節点数は p+ 1個であり，正
規要素 Ω̃eの区間が [−1, 1]で定義されることから −1 =
ξ̂1 ≤ ξ̂2 · · · ≤ ξ̂p+1 = 1 となる．p次の Lagrange基底関
数は，p次の Lagrange補間関数 lp

i から構成される．
次に，B-spline基底関数について説明する．Fig.3に，
ノット幅が一様なノットベクトルで定義される 2次お
よび 3次の B-spline基底関数を示している．B-spline基
底関数はノットベクトルによって定義される．1次元の
ノットベクトルΞは式 (5)で表されるように，パラメー
タ空間における座標の非減少な集合である．

Ξ =
{
ξ1, ξ2, . . . , ξnk

}T (5)

このとき，ξi ∈ Rは i番目のノット，nk はノットベクト
ル中のノットの数であり nk = nc+p+1と表される．pは
B-spline基底関数の次数，nc は B-spline基底関数の数
である．与えられたノットベクトルに対して，B-spline
基底関数は 0次の区分定数で始まる漸化式として定義
される．区分定数の関数の定義を式 (6)に示す．

Ni,0 (ξ) =

1 (ξi ≤ ξ < ξi+1)

0 (otherwise)
(6)

次数 p = 1, 2, 3, . . . において，パラメトリック区間
[ξi, ξi+p+1] で定義される p 次 B-spline基底関数 Ni,p (ξ)
は， Cox–de Boorの漸化式 (7)で表される．

Ni,p (ξ) =
ξ − ξi
ξi+p − ξi

Ni,p−1 (ξ)

+
ξi+p+1 − ξ
ξi+p+1 − ξi+1

Ni+1,p−1 (ξ) (7)

B-spline基底関数の一階微分値は式 (8)で与えられる．
d
dξ

Ni,p (ξ) =
p

ξi+p − ξi
Ni,p−1 (ξ)

− p
ξi+p+1 − ξi+1

Ni+1,p−1 (ξ) (8)

要素は相異なるノットの区間として定義される．B-spline
基底関数を用いる有限要素法も，古典的な有限要素法
と同様にアイソパラメトリック構造が適用可能であり，
幾何形状も未知数同様に B-spline基底関数の線形結合
で表現される．幾何形状を離散化した結果得られる計算
点はコントロールポイントと呼ばれるが，多くの場合コ
ントロールポイントは幾何形状の表面には存在しない．
そこで本研究では，コントロールポイント座標を求める
ために，Otoguro et al. [16]のメッシュ生成手法を採用し
た．また，本研究ではオープンノットベクトルを採用し
ており，B-spline基底関数は区間の両端で補間特性を満
たす．一方で，B-spline基底関数は内部のノットでは補
間特性を満たさないため，本研究では Dirichlet境界に
属するコントロールポイント値を定数として，Dirichlet
境界条件を課す．一般に，p次 B-spline基底関数は，内
部ノット ξiで定義される要素境界で p −mi次の連続性
を持つ．miはノット ξiにおけるノットの多重度である．

本研究では，すべての内部要素境界において Cp−1 連続
となるよう，全ての内部ノットにおいて多重度を 1と
する．なお，いずれの基底関数においても，多次元パ
ラメトリック基底関数は， 1次元パラメトリック基底
関数のテンソル積として定義される．

3. グラフ構造に基づく B-spline 重合メッシュ法の領
域分割型並列化
本章ではメッシュ構造のグラフへの一般化およびそ
の領域分割と，グラフに基づく線形代数演算について
示す．グラフとは，ノード集合 V = {v1, v2, . . . , vm} と
ノードを結ぶエッジ集合 E = {ei, j | vi, v j ∈ V}を用いて，
グラフ G = (V, E)と表される．ここで，mはノード数，
エッジ ei, j はノード vi とノード v j を結ぶ辺である．グ
ラフGに 2つのノード vi, v j を結ぶエッジ ei, j が存在す
るとき，ノード vi と v j は隣接している (adjacent)とい
う．すなわちグラフは，いくつかの対象物とその間の
関係性を示す抽象的なデータ構造である．また，グラ
フは行列によって表現することができ，グラフ Gに対
しノード vi と v j を結ぶエッジの本数を i j 要素とする
m × m 行列を隣接行列と呼ぶ．隣接行列の非零構造に
ついて，ノード vi, v j が隣接しているとき隣接行列の i j
要素は非零の値を持ち，逆に vi, v j が隣接していないと
き i j要素は零である．なお，本論文中で定義されるグ
ラフは全て向きのない無向グラフとする．
本研究では，有限要素メッシュに対し，節点同士の
隣接関係を表す節点グラフと，要素と節点間の隣接関
係を表す要素コネクティビティグラフの 2つのグラフ
を考慮する．詳細については文献 [17]を参照されたい．

(1) 節点グラフの定義
以下では，有限要素法の枠組みにおけるメッシュ構
造からグラフへの変換について述べる．

1次元空間における節点グラフ構築の模式図を Fig.4
に示す．まず，有限要素メッシュ上の節点をグラフの
ノードとみなす．メッシュ上の節点 vi に対応する基底
関数を Ni (x)とすると，2つの基底関数の積 Ni (x) N j (x)
が非零の値を取る点 x ∈ Rが存在する場合，すなわち

∃x ∈ R,Ni (x) N j (x) , 0 (9)

が成り立つ場合， これら 2 つの基底関数に対応する
2節点 vi, v j はエッジ ei, j で結ばれているとする．言い
換えると，2 つの基底関数 Ni (x) ,N j (x) が非零の値を
持つ領域が一部でも重複している場合，2節点 vi, v j を
結ぶエッジ ei, j が存在すると考える．本論では，上記
の定義に基づき構築されるグラフを節点グラフと呼び，
Gnode = (V, E)と表す．なお V は全てのメッシュを含む
全節点の集合とし，E はノード集合 V を結びつける全
エッジ集合とする．節点グラフGnodeを隣接行列で表現
した場合，2節点 vi, v j を結ぶエッジ ei, j が存在するな
らば，節点グラフ Gnode の隣接行列の i j要素は非零の
値が入る．
一方，有限要素離散化の結果得られる連立一次方程

式の係数行列を考えると，係数行列の i j要素が非零と
なりうるのは，基底関数 Ni (x) ,N j (x)もしくはその一
階微分値 ∇Ni (x) ,∇N j (x)からなる被積分関数の領域積
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Fig.4 Schematic view of nodal graphs.

分が非零の場合のみである．ゆえに，ある有限要素メッ
シュに対し上記の定義により構築される節点グラフの
隣接行列の非零構造と，同一のメッシュにより支配方
程式を離散化して得られる連立一次方程式の係数行列
の非零構造は等価である．したがって，行列計算の並
列化において必要となる非零構造の情報は節点グラフ
から取得でき，節点グラフが得られたあとは，この節
点グラフに対して領域分割を行う．
これは，古典的な有限要素法のみでなく，より複雑
なメッシュ構造を持つ重合メッシュ法でも同様に成立す
る．第 2.節で述べたように，筆者らが提案する B-spline
重合メッシュ法は，B-spline基底関数を用いた有限要素
メッシュと Lagrange基底関数を用いた有限要素メッシュ
を使用する．本手法の係数行列は，B-spline基底関数同
士の積を考慮する KGG，Lagrange基底関数同士の積を
考慮する KLL，B-splineおよび Lagrange基底関数の積
を考慮する KGL, KLG の 4つの部分行列に分けられる．
よって，B-spline節点同士の隣接関係，Lagrange節点同
士の隣接関係，B-spline節点と Lagrange節点の隣接関
係を考慮する必要がある．これらいずれの場合も，Fig.4
に示すように，式 (9)が成り立つ場合に 2節点 vi, v j は
隣接していると考えられる．

(2) 節点グラフの領域分割
2領域での節点グラフの分割の模式図を Fig.5に示す．

Fig.5左上に示すように節点グラフを分割することを考
える．領域分割においては，並列計算の高効率化のた
めに，各計算ノードの計算量均一化およびデータ分割
によって生じる計算ノード間の通信量最小化が要求さ
れる．これはグラフの制約付き最小カット問題とみな
され，本研究ではそのライブラリとしてMETIS[18]を
使用する．この操作により n個に分割されたグラフの
ノード集合 Vk (k = 1, 2, . . . , n)は他の領域と重複のない
集合であり，この集合を内部ノード集合と呼ぶ．ノー
ドが重複なく分割された節点グラフの様子を，Fig.5左
下に示す．
一方で，数値計算においては常に周囲節点，すなわち
エッジで結ばれた他のノードの情報を必要とするため，
自身から伸びるエッジが分割されているノードにおけ
る計算には，そのエッジの先にある他領域内のノード
の情報が必要である．ここで，分割後の内部ノード集
合 Vk に属するノード vi と隣接する（エッジで結ばれ
ている）他領域 l (l , k)内のノードの集合を Adj (vi) =

Fig.5 Domain decomposition for a nodal graph.

{v j ∈ Vl | ei, j ∈ E}と表し，分割後の内部ノード集合 Vk

に属するノードのいずれかに隣接するノードの集合を
隣接ノード集合と呼び Adj (Vk) と表す．Fig.5 右上に，
領域 0 の内部ノード集合 V0 に対する隣接ノード集合
Adj (V0) をオレンジ色の網掛け領域として示し，Fig.5
右下に，領域 1の内部ノード集合 V1 に対する隣接ノー
ド集合 Adj (V1)を青色の網掛け領域として示している．
そしてこの隣接ノード集合 Adj (Vk) と内部ノード集合
Vk の和集合を V̄k = Adj (Vk)+Vk，V̄k で構成されるエッ
ジの部分集合を Ēk と表す．このとき，領域 kにおいて
節点グラフ ḠNode

k =
(
V̄k, Ēk

)
を考慮することで，情報の

不足なく数値計算を実施することができる．
なお，上記の手法を用いて，Lagrange基底関数を用
いた古典的な有限要素法を領域分割すると，その結果
は，従来の領域分割手法において overlap層を 1層とす
る overlapping 型領域分割による分割結果と一致する．
その他並列計算において必要な情報は，この分割され
た節点グラフ ḠNode

k に基づきデータ分割する．

(3) 要素コネクティビティグラフの定義
有限要素法ベースの手法は，各要素において要素に
属する局所節点の同士の基底関数およびその一階微分
値の積を計算，要素剛性行列を構築し，要素剛性行列
を全要素でアセンブルすることで全体剛性行列を作成
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Fig.6 Schematic view of element connectivity graphs.

する．このようなアルゴリズムの成立には，各要素上
でいずれの節点の基底関数を計算すべきかを示すデー
タが必要であり，本論文ではこのようなデータを要素
コネクティビティデータと呼ぶ．本研究では一般的な
データ分割の実現のため全てのデータをグラフデータ
で統一的に扱っている．要素コネクティビティデータ
をグラフに一般化したものを要素コネクティビティグ
ラフと呼び，任意の要素 aにおける要素コネクティビ
ティグラフをGElem

a と表す．要素コネクティビティデー
タは各要素上でいずれの節点の基底関数を計算すべき
かを示すデータであるため，要素コネクティビティグ
ラフは「要素」と「要素に属する各局所節点」との結
びつきを表現すると考える．よって，要素 aでの要素
コネクティビティグラフ GElem

a は，要素 a および各局
所節点をグラフのノードとし，要素ノードと各局所節
点ノードがエッジで結ばれたグラフ構造と考える．
本研究では，要素コネクティビティグラフの構築に
ついて，同一メッシュ上にある節点のみを局所節点と
して考慮する場合と，異なるメッシュ上にある節点を
共に局所節点として考慮する場合に分けて考える．1次
元空間における模式図を Fig.6に示す．まず，同一メッ
シュ上にある節点のみを局所節点として考慮する場合
の要素コネクティビティグラフの定義を示す．ある要素
aとある節点 vi について，節点 vi に対応する基底関数
Ni (x) が要素 a 上で非零の値を取る場合，要素 a と節
点 vi はエッジ fa,i で結ばれているとする．要素 aに隣
接する全ての節点（局所節点）の集合を Va (⊆ V)と表
し，エッジ集合を Fa と表す．次に，異なるメッシュ上
にある節点を共に局所節点として考慮する場合の要素
コネクティビティグラフの定義を示す．これは，複数の
メッシュを用いる重合メッシュ法において，異なるメッ
シュ同士の連結性を表す情報である．節点グラフGNode

において，異なるメッシュ上にある 2節点 vi, v j がエッ
ジ ei, j で結ばれている場合，その 2節点 vi, v j のみを局
所節点とする要素 aが存在すると考え，局所節点集合
Va = {vi, v j} および，各局所節点 vi, v j と要素 a とを結
ぶエッジ集合 Fa = { fa,i, fa, j}を定義する．
本論では，上記の定義に基づき構築される任意の要
素 a に対する要素コネクティビティグラフを GElem

a =

Fig.7 Domain decomposition for an element connectivity
graph.

(Wa, Fa)と表す．ここで，Wa は要素コネクティビティ
グラフ GElem

a のノード集合であり Wa = {a} + Va と表
せる．

(4) 要素コネクティビティグラフの領域分割
有限要素法の特徴である要素ごとの行列生成アルゴ
リズムを並列計算でも実施するためには，上記で示し
た要素コネクティビティグラフを領域ごとに情報の過
不足なく分割する必要がある．各節点の情報がいずれ
の領域で保持されているかは節点グラフの分割によっ
て決定されるため，各要素に対する要素コネクティビ
ティグラフは，分割された節点グラフに基づき，節点
情報の過不足がないように各領域に振り分けられる．

2 領域での要素コネクティビティグラフの分割の模
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式図を Fig.7 に示す．ある領域 k で任意の要素 a にお
ける要素剛性行列を作成する場合，要素 aに隣接する
局所節点集合 Va の情報が必要となる．よって，情報の
過不足なく計算するためには Vaに含まれる全ての節点
の情報が領域 k で保持されている必要がある．すなわ
ち，局所節点集合 Va に属する全ての節点は，節点グラ
フ Gnode

k で定義される節点集合 V̄k に含まれている必要
がある．したがって，要素 aの局所節点集合 Va と領域
kでの節点集合 V̄k に関して，Va ⊆ V̄k が成り立つ場合，
要素 a に対する要素コネクティビティグラフ GElem

a は
領域 kに属すると定義される．上記の定義は，第 (3)項
で定義される任意の要素コネクティビティグラフに適
用可能であり，古典的な有限要素法のみでなく，重合
メッシュ法および任意の基底関数の有限要素法に対し
ても拡張することができる．

4. B-spline重合メッシュ法を適用した流体の安定化有
限要素定式化
紙面が足りないため省略し，口頭発表にて詳述する．

5. 妥当性検証および数値計算例
提案手法を用いた計算例は口頭発表にて紹介する．

6. 結論
本研究では，B-spline重合メッシュ法に対し，分散メ
モリ型並列環境での並列計算を実施するために，グラ
フに基づく領域分割型並列化手法を示した．その上で，
3 次元非圧縮性粘性流体解析において，提案する並列
計算手法を B-spline重合メッシュ法ソルバーに適用し，
ストロングスケーリングテストによってその並列性能
を評価した．
謝辞: 本研究は，JST創発的研究支援事業 JPMJFR215S
および JSPS科研費 23K24857, 23H00475, 22H00242の
支援を受けたものである．ここに記して謝意を表する．
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