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境界面の陰関数表現を導入した
Graph Neural Networkの構築
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In this study, we conducted a foundational investigation into the introduction of machine learning models
as an alternative to numerical analysis, aimed at addressing the discrepancies observed between analytical
solutions and real-world phenomena. Specifically, we developed and adapted two models, PointwiseMLP
and Graph Neural Network (GNN), for temperature field predictions, comparing their predictive accuracy.
These models were trained using solutions obtained from the Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH)
method as training data. We evaluated which model achieved higher predictive accuracy across various sce-
narios, including changes in the initial heat source location. The results demonstrated that the GNN model
consistently surpassed the PointwiseMLP model in predictive accuracy across all tested datasets, achieving
an average L2 error reduction rate of approximately 64.4%. This suggests that GNN’s capability to incor-
porate surrounding information significantly enhances its predictive accuracy. Additionally, deterioration
in predictive accuracy near the boundary areas was observed, leading us to introduce a boundary’s implicit
function representation using particle number density, into both models to improve predictive accuracy near
boundaries and aim for an expansion of generality towards geometric shapes.
Key Words : Surrogate modelling, Graph Neural Network, Implicit Function Representations

1. 序論
有限要素法をはじめとする数値解析手法は産業界など
の幅広い領域で重要な役割を担っている. 特に,製品開
発過程における製品の評価・最適化のために広く利用さ
れている. しかし,数値解析の過程で「数値解と実現象
との乖離が見られる」,「対象によっては解析に膨大な
時間がかかる」といった問題が起きている. これらの問
題を解決する技術として近年,機械学習が注目されてお
り,その数値解析代替に関する研究は 1990年代 [1-4]か
ら行われている. 物理現象の予測に機械学習を用いる利
点として,現象を表す背後の方程式やその離散化手法等
の情報が未知,あるいは想定外に高精度な方程式や離散
化手法が必要である場合において,実験・実測データを
用いた学習により,学習器がそのような情報を獲得可能
であることが挙げられる. 機械学習による予測は,実験・
実測データを用いた学習を行うという条件下で,複雑現
象,あるいは未知現象における既存の数値解析による解
よりも高精度な予測解を算出可能であると期待される.
また,機械学習モデルの事前学習により,数値解析と比
較した計算時間の短縮も見込まれる. 実際に,物理現象
の性質を内部に組み込み,大域的な相互作用と境界条件
を考慮可能な機械学習モデルである Physics-Embedded
Neural Networksにより流体現象の予測を行った先行研
究 [5]では,高いレベルでの計算速度・予測精度のトレー
ドオフが実現できることが示されている. このような,
数値解析代替となる高精度かつ汎用的な機械学習モデ

ルを構築することが本研究のモチベーションとなって
いる.
物理現象を対象とした予測を行う場合, すべての対

象において, 自由度や幾何形状が同一であることは考
えにくい. そのため, 予測に使用する機械学習モデル
は,自由度・幾何形状に対する汎用性を持つことが必要
である. 本研究では,任意自由度・形状に適応可能な機
械学習モデルである, Pointwise Multi-Layer Perceptron
(PointwiseMLP) と PointwiseMLPに message関数を導
入した Graph Neural Network(GNN) [6] [7]の温度場解
析における予測精度の比較を行う. 対象は偏微分方程
式であり,微分は周囲との値の差に相当するため,本来
1点の情報のみから解を算出できない. 周囲の情報を考
慮して予測を行う GNNの方が, 1点のみの情報から予
測を行う PointwiseMLPに対して予測精度の面で優れて
いると予想される. 実際に,数値解析による解析結果を
GNNで学習し, 数値解析の代替を試みる研究は近年盛
んに行われており [8] [9],粒子法の代替モデルとして流
体現象の予測に適応させた先行研究 [9]では, GNNが解
析対象の自由度・形状に対する汎用性を持つだけでな
く,材質や粘度の異なる流体同士が相互作用する現象も
予測可能なことが示されている. 本研究の目的を,従来
の数値解析の代替となる高精度かつ汎用的な機械学習
モデルを開発するための基礎的検討とする. そのような
モデルとして,任意自由度・形状に対する汎用性を持つ
点で適切だと考えられる, PointwiseMLP, GNNにおいて
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同条件での予測精度を比較することで本研究の目的を
達成する. また,両モデルに境界の陰関数表現である界
面関数を入力することで,境界付近の予測精度を向上さ
せ,幾何形状に対する汎用性の拡張を目指す.

2. 物理現象の予測に使用する機械学習モデル
(1) 点群データのグラフ構造化

図–1 点群データのグラフ構造化

本研究では粒子法である Smoothed Particle Hydrody-
namics (SPH)法による数値解を教師データとして用い
るため,機械学習モデルは点群データを扱う. 点群デー
タは図 1にようにグラフ構造に変換することが可能で
ある. まず,生成した各粒子をグラフ理論の頂点（ノー
ド）として捉える. 次に,各粒子の計算には影響半径内
にある粒子の情報を用いるため,各粒子の影響半径内に
存在する粒子と辺（エッジ）で結ぶ. すべての粒子に同
様の操作を行うことで,グラフを生成できる. 本研究で
は,このような点群データのグラフ構造を対象として機
械学習モデルを用いた学習と予測を考える.

(2) 粒子数密度を用いた境界の陰関数表現
粒子法における解析空間において,境界の情報を陰的
に表現するために,粒子数密度を用いた境界の陰関数表
現を考える.

ϕi =
ni

n0
(1)

ni =
∑

j

W(xi − xj , h) (2)

粒子 iにおける粒子数密度を ni,粒子位置を xi とする.
SPH法における重み関数をW,影響半径を hとする. 粒
子数密度 niはある粒子 iの周囲において,どの程度の密
度で粒子が分布しているか表すための指標である. 境界
付近でなく,十分内部に位置する粒子における粒子数密
度を基準値 n0とする. ここで, ϕiは 0 < ϕi < 1の範囲の
実数値をとる粒子数密度を用いた境界の陰関数表現で
あると言える.

(3) PointwiseMLP
PointwiseMLP は, 各点に同一の Multi-Layer Percep-

tron (MLP)を用いるため,任意形状・自由度に対応可能

である. 中間層と出力層を合わせた層数が L層のMLPを
MLPL : Rdin → Rdout とする. PointwiseMLPL : R|V|×din →
R|V|×dout は, 同一のMLPL を各点に適用することによっ
て構築される. V は点群をグラフ構造とみなしたとき
の頂点集合, |V|は全頂点数を表す. なお,本項と (4)項
を執筆するにあたり, 堀江氏による博士論文 [10]の定
式化を参考にさせていただいた.

PointwiseMLPL(Hin) :=


MLPL(hin,1)
MLPL(hin,2)

...

MLPL(hin,|V|)

 (3)

Hin =


hin,1

hin,2
...

hin,|V|

 ∈ R
|V|×din (4)

hin,i =

(
ui

ϕi

)
∈ R2 (5)

hin,i,∀i ∈ {0, 1, . . . , |V|}は頂点 iの入力特徴量ベクトル
を, hout,iは頂点 iの出力特徴量ベクトルを表す. ここで,
uiは頂点 iにおける温度を, ϕiは式 (1)に示した,粒子数
密度を用いた境界の陰関数表現を表す. 各点に作用させ
るMLPL は以下のように表される.

hout,i = MLPL(hin,i)

:= σ(L) ◦ Affine(L)

◦ · · · ◦ σ(1) ◦ Affine(1)(hin,i)
(6)

PointwiseMLPでは同一のMLPLを各頂点に対して使い
回すため,図 2のように頂点数が変化しても予測可能で
ある. このため, PointwiseMLPは任意形状・自由度に対
して汎用性があると言える. しかし,グラフ同士の接続
情報（エッジ）を無視しているため,更新点の周囲の情
報を考慮できないという問題点がある. この問題を解決
した機械学習モデルが Graph Neural Network(GNN)で
ある.

図–2 異なる幾何形状の取り扱い: PointwiseMLPを用いた予
測の場合
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(4) GNN
GNN は特にグラフ構造に対して用いるニューラル

ネットワークの総称である. 様々な種類の GNNが提案
されているが,本研究ではMessage Passing Neural Net-
work(MPNN) [7]の枠組みを GNNとして捉える. GNN
では式 (7),式 (8)のように, Message関数 fmessageによる
周囲の情報の集約と Update関数 fupdateによる情報の更
新という 2段階の処理に分かれている.

hout,i := fupdate(hin,i,mi) (7)

mi :=
∑
j∈Ni

fmessage(hin,i,hin, j, ein,i j), (8)

ここで, {hout,i}i∈V と {ein,i j}(i, j)∈ε はそれぞれ頂点特徴量
とエッジ特徴量である. なお, εは点群をつなぐエッジ
の集合を, Niは頂点 iとエッジで接続されている頂点集
合を表す. エッジ特徴量 {eni, j}(i, j) は,エッジ上に付与さ
れる情報である. fupdate は PointwiseMLPと同様の構造
をとり, fmessageは多層ニューラルネットワーク構造とな
る. なお, fupdate, fmessage の入力特徴量 hin,i は式 (5)と同
様の構造とする.
図 3に GNNによる予測方法を示している. Message

関数と Update関数はそれぞれ同一のMLPを使い回し
ているため, GNNが処理可能なグラフ構造は,頂点数ま
たはエッジの本数に依存しない. よって, GNNも Point-
wiseMLPと同様に自由度・形状に対する汎用性を持つ.

PointwiseMLPは周囲の情報を考慮できないという欠
点を持っていたが, GNNはMessage関数により周囲の
情報を考慮しているため,より高精度な予測が可能であ
ると考えられる.
式 (5)に示したように入力特徴量に境界の陰関数表現

を入力することで, PointwiseMLP, GNNは予測対象とす
る点が境界に位置するかどうかの情報を獲得すること
が期待される.

3. 問題設定と結果・検証
(1) 問題設定
本項では, 熱拡散問題における温度予測への Point-

wiseMLPと GNNの適用方法について述べる.

図–3 異なる幾何形状の取り扱い: GNNを用いた予測の場合

a) 教師データ
教師データとして, 開発した SPH法熱拡散方程式ソ
ルバーによる数値解を用いる. よって対象の偏微分方程
式は,式 (9)の熱拡散方程式である.

∂u
∂t
= α∇2u (9)

u を温度 K, α を熱拡散係数 m2/s とする. 教師データ
の解析領域, Dirichlet境界条件は以下のように設定して
いる.
• 解析領域: 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1
• Dirichlet境界条件: u(x, y) = 0 at (x = 0, 1 or y = 0, 1)

図–4 初期熱源のプロット

初期条件として,図 4に示したように,解析領域内に半
径 rの熱源が t = 0sのときのみ瞬間的に現れる条件を
定義する. 本研究ではこのような熱源を初期熱源と呼
ぶ. 初期熱源のパラメータは表 1で定義される. なお,
式 (10),式 (11),式 (12)に基づき,変数 r, xq, yq は定義さ
れる.

表–1 初期熱源のパラメータ設定
Parameter Value Unit
温度 0 ≤ u(x, y) < 100 K
熱源半径 3

41 ≤ r < 5
41 m

中心点の x座標 r ≤ xq < (1 − r)
中心点の y座標 r ≤ yq < (1 − r)

r =
1

41

(
3 +

2γ
32768

)
(10)

xp = r +
(1 − r)η
32768

(11)

yp = r +
(1 − r)κ
32768

(12)

β, γ, η, κ はそれぞれ 0 から 32767 の範囲でそれぞれ異
なるランダムな実数値として定められる. 乱数の種とし
て,プログラム実行時のUNIX時刻 (1970年から現在ま
での経過秒数)を用いている. なお, 教師データ作成時
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は毎セットごとに異なる時刻でプログラムを実行して
いるため,それぞれのデータセット作成時の乱数の種は
異なる.

0.1sにおける温度分布を機械学習への入力データ, 0.2s
における温度分布を正解データとしてデータセットの
作成を行った. 教師データセットを作成する上で設定し
たパラメータを以下の表 2に記載した.

表–2 教師データセットのパラメータ設定
Parameter Value Unit
粒子数 41 × 41
時間刻み幅 0.1 s
熱拡散係数 0.0112 m2/s
データセット数 1200

b) 機械学習モデル内部の詳細設定

表 3,表 4に PointwiseMLP, GNNのハイパーパラメー
タの設定を記述している. また, PointwiseMLPと GNN
内部で設定した活性化関数,損失関数,最適化手法の種
類について表 5に明記した.

表–3 PointwiseMLPのハイパーパラメータ設定
Parameter Value
入出力特徴量次元 1
中間層の層数 6
中間層の次元 8

表–4 GNNのハイパーパラメータ設定
Parameter Value
入出力特徴量次元 1
Message関数の中間層の層数 3
Message関数の中間層の次元 8
Update関数の中間層の層数 3
Update関数の中間層の次元 8

表–5 PointwiseMLPと GNN内部の共通設定
Parameter Value
中間層の活性化関数 ReLu関数
出力層の活性化関数 恒等関数
損失関数 MSELoss
最適化手法 Adam

c) PointwiseMLP, GNNによる温度場予測方法

図–7 温度場予測への適応方法: PointsieMLPを用いた場合

図–8 温度場予測への適応方法: GNNを用いた場合

PointwiseMLP と GNN のモデル実装には, オープン
ソースの機械学習ライブラリである PyTorch [11]を使
用した.
まず, PointwiseMLPを用いた予測方法を解説する. (3)

項で言及したように, PointwiseMLPは各点ごとに同一
のMLPを用いて予測を行う. 入力特徴量として,式 (5)
に示したような, 0.1sにおける各点の温度と境界の陰関
数表現からなる 2次元ベクトル hin,iを,出力特徴量とし
て 0.2sにおける各点の温度 hout,i を出力する. 図 7に示
すように, PointwiseMLPでは各頂点の値が個別に更新
される.
一方, GNNでは図 8に示したように,以下の 3つのス

テップで予測を実行する. まず,更新対象の点を中心と
したグラフ構造を構築する. 次に,構築したグラフ構造
に対し, Message関数により 0.1秒における周囲の頂点
情報を更新点に集約する. 最後に, Update関数により更
新点の温度を 0.2秒の値に更新する. 今回はグラフ構造
においてエッジの情報を付与していないため,以下の式
(14)に示すように, Message関数にエッジの情報は入力
しない. 式 (13)および式 (14)において, hin,i,hin, j は,そ
れぞれ 0.1sにおける更新点と周囲の頂点での温度と境
界の陰関数表現の 2次元ベクトルを表す. hout,i は 0.2s
における更新点の温度を示す.

hout,i := fupdate(hin,i,mi) (13)

mi :=
∑
j∈Ni

fmessage(hin,i,hin, j), (14)

本稿では,紙面の都合上,入力特徴量を温度に限定し
た結果のみを提示する. PointwiseMLPおよび GNNに
式 (1)に示される境界の陰関数表現を導入した際の結果
については,講演にて共有する.
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図–5 検証結果: 境界付近に初期熱源がある場合の PointwiseMLPと GNNの予測精度比較

図–6 検証結果: 内部に初期熱源がある場合の PointwiseMLPと GNNの予測精度比較

(2) 結果

PointwiseMLPと GNNの温度場予測における両者の
予測精度比較結果を示す. 比較検証のために,初期熱源
の温度,半径,位置が異なる 200セットの検証データを
作成した. 2-a) 項で示した教師データを用いて, Point-
wiseMLPとGNNをそれぞれ学習させた後,検証データ
セットの 0.1sにおける温度分布を入力し, 0.2sでの温度
分布を予測した. 初期熱源が境界付近にある場合の予測
結果を図 5に,境界から離れている場合の結果を図 6に
示す. また, 検証データ 200セットの L2誤差平均値を
表 6に, 各セットにおける GNNの L2誤差 εGNN から,
PointwiseMLPの L2誤差 εPointwiseMLPを引いた値を可視
化したグラフを図 9に示す. 図 9では,縦軸の値が 0未

満の場合, GNNの方が予測精度が優れていることを示
す. ここで, L2誤差 εは式 (15)により計算した. htrue

i は
SPHによる数値解, houtput

i は PointwiseMLP及びGNNに
よる予測解, N は解析領域内の全頂点数である.

ε =

√
1
N

∑N
i=1

∣∣∣htrue
i − houtput

i

∣∣∣2√
1
N

∑N
i=1

∣∣∣htrue
i

∣∣∣2 (15)

図 5,図 6における誤差分布は,以下の式 (16)に示す,絶
対値誤差により計算している. htrue を SPH法の数値解,
houtput を予測解とすると,粒子 iにおける絶対値誤差 εi

は以下の式 (16)のように表される.

εi = |houtput − htrue| (16)
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表–6 検証結果: PointwiseMLPと GNNの全検証データにお
ける L2誤差平均値

Property Value
PoitnwiseMLPの L2誤差 0.280729
GNNの L2誤差 0.100003

図–9 検証結果:検証データ 200セットそれぞれにおける εGNN−
εPointwiseMLP のプロット

(3) 考察
図 5および図 6に示した, PointwiseMLPとGNNの予
測解に対する誤差分布を比較すると,境界付近と内部領
域のいずれにおいてもGNNの方が高い精度を達成して
いることがわかる. この傾向は,図 9に示した全検証デー
タセットにおける比較からも裏付けられる. ここで縦軸
は,全ての場合で負の値となっていることから, GNNの
予測精度が一貫して上回っていると言える. さらに表 6
を見ると, GNNの L2誤差平均値は PointwiseMLPと比
べて約 64.4%減少していることがわかる.
以上より, 本研究における解析条件下では Point-

wiseMLP と比較して, GNN の方が予測精度が高いこ
とが示された. 重みパラメータの総数が PointwiseMLP,
GNNで同程度にも関わらず GNNが PointwiseMLPよ
りも高精度な予測を達成できた要因は, GNNがMessage
関数により周囲の情報を考慮できているためであると
考えられる. ただし,図 5の GNNの誤差分布からは,境
界付近で精度が悪化する傾向も確認された.
この問題への対策として, 本研究では境界の陰関数

表現をモデルの入力に加えることを提案する. 境界情
報を陽に与えることで,境界付近の予測精度の改善が期
待できる. そこで, 境界の陰関数表現を入力した Point-
wiseMLPおよび GNNによる予測結果を講演にて報告
し,その有効性について議論する予定である.

4. 結論
本研究では,任意形状・自由度に対して汎用性を持つ

機械学習モデルである, PointwiseMLP, GNNの温度場予
測における予測精度を比較した. 検証の結果,すべての
検証データセットにおいて GNNが PointwiseMLPを上
回る予測精度を示した. 一方で,両モデルとも境界付近

における予測精度の悪化が観察された. この問題に対
処するため,本研究では粒子数密度を用いた境界の陰関
数表現を両モデルに導入し,境界付近の予測精度改善を
図った.
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