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並列有限要素法プログラムへの可変前処理付き
クリロフ部分空間法の実装と性能評価
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This paper presents the implementation and performance evaluation of the Self-Updating Preconditioned
Generalized Minimum Residual Recursive (SUP-GMRESR) method in the parallel finite element method
(FEM) program called FrontISTR. The SUP algorithm is an algorithm that updates preconditioning matrices
so that the preconditioners strengthen their effect. The implementation in FrontISTR is discussed, and its
performance is evaluated using realistic engineering problems. The results demonstrate that SUP-GMRESR
achieves significantly faster convergence with fewer iterations compared to GMRES and GMRESR. In the
best case scenario, the convergence speed is 4 times faster than the original GMRES. The computational time
of SUP-GMRESR is also reduced as the additional computational effort with regard to the SUP algorithm
is negligible, whereas the number of iterations to convergence is significantly fewer. As a result, SUP-
GMRESR proves to be a viable solution for large-scale FEM simulations. The implemented code is available
in the FrontISTR Gitlab repository, and the data used in the study can be obtained from the FrontISTR
Commons Data Reservoir website.
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1. はじめに
数値的に偏微分方程式を解く場合、例えば有限要素
法（FEM）では線形方程式ソルバーが計算時間の大半
を占める。計算を高速化するために、多くの線形方程
式解法アルゴリズムが開発されてきた。Krylov型線形
方程式ソルバーは、現在の高性能計算（HPC）分野に
おけるトレンドである分散メモリ型の計算機に適して
いるため主流となっている。Krylov型線形方程式ソル
バーは、収束を向上させ、計算性能を改善するために、
しばしば前処理技術と共に用いられる。前処理技術は、
元の線形方程式：

Ax = b, (1)

を以下のように変換することでより良い収束を達成す
る [1]：

M−1
1 AM−1

2 (M2x) = M−11b, (2)

ここで、M = M1M2 は前処理行列を示す。変換後の行
列 M−11AM−1

2 は Aよりも条件数が低くなることが期待
される。実際のアルゴリズムでは、計算コストが許容
できないほど大きくなるため、上記の変換は通常行わ
ない。代わりに、Krylov型ソルバーの各反復で前処理
に関わるあらたな方程式、

Mz = p (3)

が解かれる。ここで、pと zはそれぞれ元の系と変換さ
れた系における探索ベクトルである。

以上の数学的背景により、M は Krylov ソルバーの
反復を通じて不変であることが期待される。いくつか
の Krylovソルバーアルゴリズムは、より良い収束を達
成するために可変的な Mを受け入れる。これらのアル
ゴリズムのほとんどは、比較的ゆるやかな収束基準を
用いて方程式を反復的に解くものである [2] [3]。その
ようなアルゴリズムの中でも、前処理行列を更新する
方法と組み合わせることができる再帰的一般化最小残
差法（GMRESR）は独創的な手法である [4]。Van der
Vorstと Vuikは、Eirolaと Nevanlinnaのアルゴリズム
[5]を前処理行列の更新に適用し（この組み合わせたア
ルゴリズムは GMRESR-ENと呼ばれる）、Kushidaと
Okuda は Broyden–Fletcher–Goldfarb–Shanno スキーム
（BFGS）を適用した自己更新型前処理 SUP-GMRESR
を開発し、元の GMRESRおよび GMRESR-ENよりも
良い収束を示すことを確認した [6] [7]。

このような新規アルゴリズムは、非常に良い性能であ
ることが示されている場合であったとしても、既存プロ
グラムに取り入れられるまでには時間がかかることが多
い。FrontISTRは、接触や材料非線形性などの複雑な現
象を分析する能力と並列性能のために並列 FEM構造解
析プログラムとして好評を得ているうえ、オープンソー
スプロジェクトである。本研究では、SUP-GMRESRを
FrontISTRに実装し、自由度が 600 × 106に達する現実
的な問題を用いてその性能を測定した。
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2. アルゴリズム
SUP-GMRESRのアルゴリズムは先行研究で詳述され
ているため、本節ではアルゴリズムを掲載するに留め
る。下記に示すアルゴリズムは SUP-GMRESRの完全
なアルゴリズムである。アルゴリズムは 2つの主要な部
分から構成されている：(1) GMRESR部分と (2)前処理
行列を更新し、更新された前処理行列の系を解くための
メモリ制限型 BFGS（Limited memory BFGS: L-BFGS）
部分である。行 1から 31までがGMRESRに相当する。
この部分は、以下の行を除いて、元のGMRESRアルゴ
リズムとほぼ同等である。
• 10行目は元々「Solve Mz1 = r」となっているが、

SUP-GMRESRは更新された Mの系を解くために
L-BFGSスキームを適用する手続きを呼び出す。
• L-BFGSを実行するために必要なデータを保存す
るため 21行目から 24行目が追加されている。よ
り正確には、これらの行は、現在の反復と前の反復
の解ベクトル xと勾配ベクトル rの差を保存する。

残る部分は「Mitot z1 = r」を解く箇所である。ここで、
Mitot は更新された前処理行列である。行列を更新する
ことは計算的にコストがかかるため、KushidaとOkuda
は元の BFGSの代わりに L-BFGSを用いて計算リソー
スを減らした。L-BFGSの使用により、39行目を実行
できる任意のタイプの従来の前処理が利用可能である。
言い換えれば、反復型前処理法や陰的な Mであっても
SUP-GMRESRと組み合わせることができる。| · |2はベ
クトルの 2-ノルムである。いくつかのパラメータは利用
者にによって決定される必要がある。すなわち、mrestart

と lはそれぞれGMRESRアルゴリズムのKrylov部分空
間の最大次元と L-BFGSのベクトル sと yの数を定義す
る。前処理行列 Mの定義もユーザーの決定のよるもの
で、最適な手法は問題依存である。本論文では、3次元構
造応力解析に効果的な前処理であり、FrontISTRで利用
可能な 3×3 Block Symmetric Successive Over Relaxation
法（Block SSOR）およびBlock Incomplete Lower-Upper
factorization (BILU)が使用されている。Block化前処理
の詳細は他の論文を参照 [8]。

3. FrontISTRへの実装
(1) 設計指針

Algorithm 1を見たときにアルゴリズムの主要部分が
以下の演算で構成されていることがわかる；
• 行列ベクトル積
• ベクトル同士の加算・減算
• ベクトルの定数倍
• ベクトルの内積（自分自身との計算、つまりノル
ムの計算を含む）。

上記の演算はいわゆる BLASでも提供されるほどの基
本的な演算であり、FrontISTRでも該当する関数が用意
されている。実際、共役勾配法などの FrontISTRに内
蔵されている他の Krylov部分空間法はそのような関数
群で構成されている。SUP 法に特徴的な箇所として、
23行目および 24行目のベクトルを保持する箇所が挙
げられる。ここでは、最も古いベクトルを破棄し、新
たにベクトルを追加する必要がある。最も簡単な実装
は一つ若いインデックスのベクトルで古いベクトルを

Algorithm 1 Pseudocode of SUP-GMRESR
1: procedure GMRESR
2: Let x0 be the initial guess, M be a conventional

preconditioning matrix
3: mrestart is the number of Krylov subspace,
4: l is the number of L–BFGS vectors to store
5: cm, um, zm, pm, (m = 1, · · · ,mrestart), and

sn, yn (n = 1, · · · , l) are sets of vectors
6: itot ← 0,x← x0

7: while true do
8: r ← b − Ax
9: for k = 1, 2, · · · ,mrestart do

10: call L–BFGS–precond(z1, r,M, {y}, {s})
11: p1 ← Az1

12: for i = 1, 2, · · · , k − 1 do
13: α← cT

i pi

14: pi+1 ← pi − αci

15: zi+1 ← zi − αui

16: end for
17: ck ← ck/∥pk∥2
18: uk ← uk/∥pk∥2
19: x← x + ukcT

k r
20: r ← r − ckcT

k r
21: sitot ← ukcT

k r
22: yitot ← ckcT

k r
23: {s} = {sitot−l+1, sitot−l+2, · · · , sitot }
24: {y} = {yitot−l+1, yitot−l+2, · · · , yitot }
25: if ∥r∥ is sufficiently small then
26: exit
27: end if
28: itot ← itot + 1
29: end for
30: end while
31: end procedure
32: procedure L–BFGS–precond(t, u,M, {y}, {s})
33: t ← u
34: for i = l, l − 1, · · · , 1 do
35: ρi ← 1

yT
i si

36: ai ← ρisT
i t

37: t ← t − aiyi

38: end for
39: t ← M−1t
40: for i = 1, 2, · · · , l do
41: c← ρiyT

i t
42: t ← t + (ai − c) si

43: end for
44: end procedure

上書きするものであろうが、現在の計算機ではそのよ
うなデータのコピーは非常にコストが高い。ここでは、
FrontISTRのソルバーが Fortran90で書かれていること
を考慮し、データの保持に二次元配列を使い、現在イ
ンデックスを保持する別の小さな配列用意することで
実装した。C言語などではポインタを使った実装が簡
便であろう。
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(2) 具体的な手順
FrontISTRはオープンソースなプログラムであり、Git-

labでソースコードが公開されている。アーカイブとし
てダウンロードすることも可能であるが、GITを使う
ことでソースコードの管理・保存を容易にし、また、
将来的に開発した機能を FrontISTRに提供することが
できる。https://gitlab.com/FrontISTR-Commons/
FrontISTRにアクセスし、自分のアカウントにレポジ
トリを Forkすることが推奨される。

FrontISTR は並列計算のフレームワークとして
HECMW を採用している [9]。HECMW は共役勾
配法や GMRES 法などの著名な Krylov 部分空間法
を内蔵しており、新しく作成するソルバーもそれ
らを参考にして追加するのが簡便である。具体的
に は 、FrontISTR/hecmw1/src/solver/iterative
フォルダ以下にあるファイル群が相当する。例えば
hecmw_solver_CG.f90 は共役勾配法のプログラム
が記述されている。hecmw_solver_Iterative.f90
は設定ファイルをもとにソルバー呼び出すためのイ
ンターフェースであり、自分が作成したソルバーを
登録する必要がある。FrontISTR の解析設定ファイ
ルを読み込むための関数は別フォルダに格納され
ており、FrontISTR/fistr1/src/common にある、
fstr_ctrl_common.f90が相当する。当該ファイルの
mlist 変数に自分が開発したソルバー名を登録する
と、それに応じて hecmw_solver_Iterative.f90

の METHOD 変数に整数値が代入される。2024
年 4 月 現 在 、character(92) :: mlist =
’1,2,3,4,101,CG,BiCGSTAB,GMRES,GPBiCG,GMRESR,

GMRESREN,DIRECT,DIRECTmkl,DIRECTlag,MUMPS,MKL’

となっており、GMRESRの場合は METHODに 5が代入
される。これは、mlistが数字を使ったソルバーの識別
子、反復法ソルバーの英語名のリスト、直接法ソルバー
の英語名のリストで構成されており、GMRESRは反復
法ソルバーの 5番目に登録されているためである。関連
して、integer(kind=kint) :: number_number = 5
は 数 字 を 使った 識 別 子 の 数 、
integer(kind=kint) :: indirect_number = 6

は反復法ソルバーの数であるので、新たにソルバーを
追加した場合はこれらの定数値も適切に変更しなくて
はならない。
以上、FrontISTRにソルバーを追加するに当たり必要
であった情報を略述した。実際の作業には Fortran90、
CMAKEおよびGITのの知識も要求されるであろうが、
インターネット上に記載されている解説で十分理解で
きる。

4. 性能評価
このセクションでは、GMRES、GMRESR、および

SUP-GMRESR の性能について議論する。GMRES は
FrontISTRに内蔵されたソルバーであり、これまでの研
究により性能がよく評価されているため、よい比較対
象となる。本研究では、FrontISTRによって用意された
Mold(金型)モデルおよび、Lungモデルを例題とした。
Figure 1に Mold問題のメッシュ図を、2に Lung問題
のメッシュ図を示す。モデルは四面体二次要素を用いて

図–1 Moldモデルのメッシュ図

離散化された。本研究では二種類のコンピュータシス
テムを利用しており、Mold問題の 1 × 106 有限要素節
点, 55× 106有限要素節点、および Lung問題 (2.3× 106

有限要素節点)の比較的小規模な問題は以下の PCクラ
スタシステムを用いて計算した：
• 計 6台の計算ノード。
• ノードあたり Intel Xeon Platinum 9242（2.3GHz、

48コア）x2。合計でノードあたり 96コア。
• ノードあたりDDR4-2033 16GBモジュール x24（合
計 384 GB）。
• InfiniBand EDRインターコネクト。

他方、最大規模の問題である 200 × 106 有限要素節点
の問題は、東京大学に設置されているWisteria-Odyssey
6,912コアを用いて計算した。
すでに議論したとおり、mrestart はアルゴリズムにお
いて Krylov部分空間の最大次元を定義する。Mold問
題では mrestart = 20、Lung問題では mrestart = 100とし
た。SUP-GMRESRの L-BFGS部分に格納される yおよ
び sのベクトルの数はアルゴリズム内で lと定義されて
おり、Mold問題では l = 1、Lung問題では l = 1およ
び l = 5と設定した。Lung問題は薄肉な形状をしてお
り、反復法の収束性が悪くなる。そのため、収束を得
るためにMold問題よりも Krylov部分空間の最大次元
や Hessian行列の近似度を高くする必要があった。

(1) Mold問題
表 1に、各ソルバーの収束に必要な反復回数と計算
時間を記載している。表内の 11 × 106、55 × 106、およ
び 200× 106は、それぞれ 11× 106問題、55× 106問題、
および 200 × 106 問題を指す。GMRESと GMRESRは
収束するが、SUP-GMRESRに比べて約 4から 5倍の反
復回数を要する。計算時間もそれに応じて増加した。
図 3から図 5は、それぞれ 11, 55および 200×106 FE
ノードを持つMold問題における各ソルバーの収束履歴
を示している。11×106モデルは 1つの計算ノード（96
コア）を使用して計算され、55× 106モデルは 4つの計
算ノード（480コア）を使用して計算された。200×106

モデルは、より大きなメモリスペースが必要なため、東
京大学に設置されている Wisteria-Odysseyスーパーコ
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図–2 Lungモデルのメッシュ図

図–3 11 × 106 問題の収束履歴

図–4 55 × 106 問題の収束履歴

ンピュータの 6,912コアを使用して計算された。収束基
準は |r|2/|b|2 ≤ 10−6 である。

(2) Lung問題
図 6 に Lung 問題の収束履歴を示す。図中、SUP-

GMRESR(5)は l = 5の SUP-GMRESRを示す。図から
わかるとおり、SUP-GMRESRおよび SUP-GMRESR(5)
は収束したが、GMRESおよびGMRESRは 2.5×106反

表–1 各ソルバーの収束に必要な反復回数と計算時間。11×106、
55×106、および 200×106は問題を示している。GMRES、
GMRESR、および SUP-GMRESR はソルバーのタイ
プを示している。相対計算時間は、各ケースでの SUP-
GMRESRに対して正規化された各ソルバーの計算時間
を示している。
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図–5 200 × 106 問題の収束履歴

復を経ても残差ノルムの減少が見られず収束の見込み
がないため計算を打ち切った。収束したケースについ
て詳しく見ると、SUP-GMRESRが 385,930反復、SUP-
GMRESR(5)が 162,946反復で収束している。計算時間
は各々、1.06 × 105秒、5.75 × 104秒であった。Hessian
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図–6 Lung問題の収束履歴

行列の近似度を上げることは必ずしも収束性を高める
わけではないものの [7]、今回のケースでは収束までに
必要な反復数を半減することができ、それにともなっ
た計算時間もおおよそ半減させることができた。

5. まとめ
本研究では、自己更新型前処理付き GMRESR を並
列有限要素法 OSSである FrontISTRに実装し、工学上
実用的な問題を用いて性能を調査した。Mold 問題で
は、SUP-GMRESRは 95,816回の反復で収束したのに
対し、GMRES は 466,746 回の反復で収束したことか
ら、SUP-GMRESRがGMRESやGMRESRに比べて約
4倍の高速化を実現していることが観察された。さらに、
600× 106 DOFの大規模問題においても SUP-GMRESR
の優れた収束が観察された。SUP-GMRESRは 619,779
回のステップで収束したのに対し、GMRESは 1,852,221
回のステップで収束した。Lung問題では、SUP法を適
用しないGMRESおよびGMRESRでは収束しなかった
のにたいし、SUP法を適用した場合収束が得られた。ま
た、Hessian行列の近似度をあげることで収束性が向上
し、SUP-GMRESRが 385,930反復で収束したのに対し
て SUP-GMRESR(5)が 162,946反復で収束し、約 2倍
の高速化が達成された。
このように工学上実用的な問題において SUP-

GMRESRが GMRESや GMRESRよりも良い収束性を
しめしたが、本研究で使用された例は対称正定行列の
みであり、非対称行列を使用した性能調査などさらな
る研究が望まれる。
本研究で使用されたコードは、FrontISTR Gitlab リ
ポジトリのメインブランチに統合され、自由にアクセ
スできる [10]。使用されたデータは、ユーザー登録を
行うことで無償で入手可能な FrontISTR Commons Data
Reservoirウェブサイトから取得できる [11]。
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