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微分作用素の基本解と特解に基づいた
非圧縮性粘性流れの低コスト3次元数値解法の開発

Development of Three-Dimensional Solver for Incomplessible Viscous Fluid Flow
based on Fundamental and Particular Solutions of Differential Operator
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In industrial numerical simulation of complex and large scale fluid flows, its computation cost must be
reduced. We develop the numerical low cost three-dimensional solver for the incompressible fluid flows by
means of BEM based on the fundamental and particular solutions of differential operator.
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1. はじめに

大規模数値流体解析の課題として、対象の複雑化、大
領域化に伴う、モデル化・後処理への対応、計算精度
の維持、向上、メッシュ品質維持が考えられる。一方、
計算資源（コスト、時間、エネルギ）は有限であるた
め、CFDの計算精度維持＆コストの低減の両立が課題
になってくる。
この課題の解決方法案として、計算機パワーによる解
決、計算ソフト、アルゴリズムによる高速化、計算点・
格子数の低減が考えられる。今回は、計算点・格子数
の低減手法として境界要素法に着目し、BEMによる非
圧縮性粘性流れ解析の高精度化を目標とする。
BEMによる非圧縮性粘性流れ解析は、線形問題に関し
ては、拡散作用素の基本解を用いた手法が提案されてい
る。ただし移流項（非線形項）は領域積分となる [1][2]
ため、計算量の低減に繋がらない。また、高レイノル
ズ数流れへの適用の課題もある。
今回提案手法の特徴は、時間差分により時間微分の基
本解を使わないこと、移流速度の線形化、境界積分で
は基本解を用い、特解を用いて領域積分を境界積分に
変換 (DRM[3])することを特徴とする。著者らはこれま
で 2次元問題に対して提案手法を示してきた [4][5]が、
今回は３次元に拡張して、適用可能性を検討した。3次
元キャビティ流れに対しては、従来検討でスペクトル
法を用いたもの [6]および DRMを用いない BEM解析
例 [7]で Re=1000までの計算がされており、今回の計
算と比較した。

2. 定常流れの境界値問題

(1) 数理モデル

非圧縮性移流粘性流体の流れ現象に対する数理モデ
ルは、運動方程式の応力テンソル式 (1)、連続条件（非
圧縮条件）(2)および構成方程式 (3)に関する境界値問

題となる。

ρu jui. j = µτi j, j (1)

ui,i = 0 (2)

τi j = −
1
µ

Pδi j + ui, j + u j,i (3)

(3)式を (1)式に代入して (4)式の Navier-Stokes方程式
を得る。

ui, j j + u j,i j −
1
µ

P jδi j =
1
ν

u jui. j (4)

ここで νは動粘性係数、µは粘性係数、ρは密度である。
この N-S方程式と (2)式を連立させることにより流速
と圧力を決定する。その際、非線形の移流項を非同次
項と考え、DRMを用いた BEMを適用する。従来は内
部積分をするため、境界要素法の利点が活かせなかっ
たが、本研究では DRMを用いて内部積分を境界積分
で近似する解析を行う。これによって、比較的簡易に
計算が可能となる。この結果、境界のみの離散化によ
る数値計算が可能となる。
行列表現では次のようになる。ただし、移流項の流速
を線形化し、既知の値 U,V,Wとする。


∆ + D2

1 D1D2 D1D3 − 1
µ

D1

D2D1 ∆ + D2
2 D2D3 − 1

µ
D2

D3D1 D2D3 ∆ + D2
3 − 1

µ
D3

D1 D2 D3 0



u
v
w
p


=


1
ν
(UD1u + VD2u +WD3u)

1
ν
(UD1v + VD2v +WD3v)

1
ν
(UD1w + VD2w +WD3w)

0


(Di =

∂

∂xi
,∆ =

∂2

∂x2
i

) (5)
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これを次のように表す。

Li ju j = bi, i = 1, 2, 3, 4 (6)

内積を取って領域積分すると、次式が得られる。∫
Ω

Li ju j · v∗i dΩ =
∫
Ω

bi · v∗i dΩ (7)

式変形により次式が得られる。∫
Ω

Li ju j · v∗i dΩ =
∫
Ω

bi · v∗i dΩ

=

∫
Γ

(τ1v∗1+τ2v∗2+τ3v∗3−σ1u−σ2v−σ3w)dΓ+
∫
Ω

u jLi jv∗i dΩ

(8)

ここで、traction tensorを次のように設定する。

τi = τi jni = D juin j + Diu jn j −
1
µ

pni

, i = 1, 2, 3, j = 1, 2, 3 (9)

対応する pseudo-traction tensorを次のように設定する。

σβ = n1v∗β,1 + n2v∗β,2 + n1v∗1,β + n2v∗2,β − nβv∗3
= nγ(v∗β,γ + v∗γ,β) − nβv∗3 = nγ(v∗β,γ + v∗γ,β − δβγv∗3)

, β = 1, 2, 3, γ = 1, 2, 3 (10)

(2) 逆定式化
Li j の随伴行列作用素 Li j は次のように計算される。

Li j =


∆ + D2

1 D1D2 D1D3 −D1

D2D1 ∆ + D2
2 D2D3 −D2

D3D1 D3D2 ∆ + D2
3 −D3

1
µ

D1
1
µ

D2
1
µ

D3 0

 (11)

その余因子行列作用素Mi j は次のように計算される。

Mi j =
∆

µ
D2

2 + D2
3 −D1D2 −D1D3 µD1∆

−D1D2 D2
1 + D2

3 −D2D3 µD2∆

−D1D3 −D2D3 D2
1 + D2

2 µD3∆

−D1∆ −D2∆ −D3∆ 2µ∆2


(12)

ϕ∗ が基本解となるには、

Li jM jkϕ
∗ = (detLi j)δikϕ

∗ = (detLi j)ϕ∗ = −δ(x − y) (13)

となる必要がある。ここで次の基本解テンソル V∗を用
いて

M jkϕ
∗ = V∗ki (14)

Li jV∗λ j = −δ(x − y) (15)

を利用して (8)式を書き換えると、∫
Ω

Li ju j · V∗k jdΩ =
∫
Ω

bi · V∗λ jdΩ

=

∫
Γ

(ταV∗λα − Σ∗λαuα)dΓ +
∫
Ω

u jLi jV∗λ jdΩ (16)

以上により、次の逆定式化が得られる。

uλ =
∫
Γ

(ταV∗λα − Σ∗λαuα)dΓ −
∫
Ω

bi · V∗λidΩ

λ = 1, 2, 3, 4, i = 1, 2, 3, 4, α = 1, 2, 3, 4 (17)

3. 解法
(1) 基本解

(17)式についてその基本解である ϕ∗を用いた具体的
な定式化を行う。Lの余因子行列作用素Mは

M jk =
∆

µ


D2

2 + D2
3 −D1D2 −D1D3 D1∆

−D1D2 D2
1 + D2

3 −D2D3 D2∆

−D1D3 −D2D3 D2
1 + D2

2 D3∆

−µD1∆ −µD2∆ −µD3∆ 2µ∆2

 (18)

で

Li jM jk = (detLi j)δik (19)

を満たすことから、

L = (detLi j) =
1
µ
∆3 (20)

Li j の随伴行列作用素 Li j は

L = (detLi j) =
1
µ
∆3 (21)

Li jV∗i j = (detLi j)ϕ∗ (22)

を満たすことから、ϕ∗ は次式で表される。

ϕ∗ = −L−1δ(x − y) = −µ 1
∆3 δ(x − y) =

µ

96π
r3 (23)

(2) 基本解テンソル

基本解テンソル V∗ を以下のように定式化する。

V∗αβ =Mβαϕ
∗ =

1
8π

(
δβα

r
+

(xα − yα)(xβ − yβ)
r3

)
, α = 1, 2, 3, β = 1, 2, 3 (24)

V∗α4 =M4αϕ
∗ =

(xα − yα)
4πr3 (25)

V∗4α =Mα4ϕ
∗ = −µ(xα − yα)

4πr3 (26)

また pseudo-traction tensorを次のように設定する。

Σ∗jβ = n1V∗jβ,1 + n2V∗jβ,2 + n3V∗jβ,3
+ n1V∗j1,β + n2V∗j2,β + n3V∗j3,β − nβV∗j4

= nγ(V∗jβ,γ + V∗jγ,β) − nβV∗j4 = nγ(V∗jβ,γ + V∗jγ,β − δβγV∗j4)

, j = 1, 2, 3, β = 1, 2, 3, γ = 1, 2, 3 (27)
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(3) 逆定式化の正則化
逆定式化を正則化（regularization）することで、特異
積分を避ける事ができる。∫

Γ

Σ∗λαuα(y)dΓ =
∫
Ω

uλ(y)Li jV∗kidΩ = −uλ(y) (28)

(17)式に (28)式を代入して以下の正則化式が得られる。∫
Γ

ταV∗λαdΓ −
∫
Γ

Σ∗λα(uα(x) − uα(y))dΓ =
∫
Ω

bi · V∗λ jdΩ

(29)

(4) 非同次項の内部積分
(17)式を以下のように表記する。

(cI +K)v −Gt = f (30)

ここで以下のように設定した。ただし、一定要素とし
て積分表現と要素長さを省略している。

v =


u
v
w
p

 , t =

τ1

τ2

τ3

0

 ,K = Σ∗kα,G = V∗kα (31)

f =


1
ν
(UD1u + VD2u +WD3u)

1
ν
(UD1v + VD2v +WD3v)

1
ν
(UD1w + VD2w +WD3w)

0

 (32)

(41)式の非同次項を DRM[3]のアイデアを用いて次
式で近似する。

f = F1α (33)

ここで Fは境界点、内部点の距離 rを用いた Radial Ba-
sis Functions[8] の関数行列、α はベクトルである。ま
た、consistency[5]を評価するため、速度項を別の Ra-
dial Basis Functionsで表現する。

v = F2β (34)

∂v
∂x
=
∂F2

∂x
F−1

2 v (35)

以上により、(36)式を用いて、内部点に関しては (37)
式、境界点に関しては正則化した (38)式で表現できる。

α =
1
ν

F−1
1

(
Vx

∂F2

∂x
+ Vy

∂F2

∂y

)
F−1

2 vn (36)

(I +K)v −Gt =
(
(I +K)v̂ −Gt̂

)
α (37)

Kv −Gt = −
(
Kv̂ −Gt̂

)
α (38)

(36)式は既知であり、(37)(38)式の右辺は定数行列とな
るため、境界要素法で解くことができる。Sを (39)式
のように置くと (40)式のように書け、vまたは tが既知
の場合、境界要素法で解くことができる。

S =
ρ

µ

(
Kv̂ −Gt̂

)
F−1

1

(
Vx

∂F2

∂x
+ Vy

∂F2

∂y

)
F−1

2 (39)

(K + S)v = Gt (40)

表–1 Coefficients for the Particular Solutions

case c1 c2 c3 c4 c21 c22 c23 c24
1 0 1 0 0 0 1 1 0
2 0 1 0 0 0 1 0 0
3 1 1 0 0 1 1 1 0
4 1 1 0 0 1 1 0 0

(5) 特解テンソル
F1、F2 の fとして、境界点、内部点ｘ要素点ｙとの
距離 rの radial basis functions(41)式を選ぶ。

f (x) = rn, r = ||x − y|| (41)

これに対応する特解は (42)式のようになる。

ψ =
µrn+6

(n + 7)(n + 6)(n + 5)(n + 4)(n + 3)(n + 2)
(42)

F1、F2の fとしてｒの 3次までの級数和を考えると、c1

～c4、c21～c24を係数として、(43,44)式のようになる。

f1(x) = c1 + c2r + c3r2 + c4r3 (43)

f2(x) = c21 + c22r + c23r2 + c24r3 (44)

これに対応する特解は (45)式のようになる (ψ2は省略)。

ψ1 = µ

(
c1

r6

5040
+ c2

r7

20160
+ c3

r8

60480
+ c4

r9

151200

)
(45)

係数の選び方には自由度があるが、現状ではより良い係
数の選び方は不明である。そこで、表１のように、４ケー
スを設定して収束状況を比較する。case1,3が consistency
を考慮した係数であり、case2，4は Partridge[3]の方法
である。以上の準備により、(37)式、(38)式に示すDRM
表現が計算できる。特解テンソルは次のように与える。

W p
αβ =Mαβψ =

1
µ

(∆δβα − Dβα)ψ (46)

W p
α4 =Mα4ψ =

1
µ

Dα∆ψ (47)

W p
4α =M4αψ = −Dα∆ψ (48)

W p
44 =M44ψ = 2∆2ψ (49)

特解 tractionテンソルは次のように与える。

T p
αβ = nλ(Wλβ,α +Wαβ,λ −

1
µ
δλαW3β) (50)

4. 計算手順
計算手順を、図-0に示す。まず、係数行列、DRMの
行列 Fの逆行列を求める。ここまでが準備段階である。
　 DRMの計算は１ステップ目では、初期状態すなわ
ち、初期状態での流速と圧力を用いて DRMの係数行
列を計算し、DRM を計算し、得られた流速と圧力を
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出力する。
　計算継続の場合は、ｎステップ目の iteration では
ｎ-1ステップ目での流速と圧力を用いて DRMの係数
行列を計算し、DRMを計算する。
　このように、準備段階は１回のみであり、ＤＲＭ計
算は計算時間としては短いことが予想される。
　計算時間の評価は、準備段階とＤＲＭ１ステップの
計算時間に分けて計測した。

開始

Input

係数行列計算

Fの逆行列計算

DRM係数行列計算

DRM計算

Output

計算継続 Y

N
終了

図-0計算手順

5. 3次元キャビティ流れへの適用
(1) 計算条件と評価方法
３次元キャビティ流れに DRM計算を適用した。
　計算領域として 1辺の長さ１ [m]で原点を中心とし、
z=0.5の面を流速１ [m/s]で x軸と平行に正方向に動か
し、他の面を静止壁とした。Re=100,400,1000とした。
各 iterationでは前の iterationで得られた uvwを用いて
DRM計算を行った。iterationは 50回まで行い、速度 u
の絶対値の計算領域内の最大値を用いて収束判定を行っ
た。
　計算は 1ノード 12並列計算とした。事前に並列数を
1，2，12で計算し、ほぼ同じ結果を得たので、並列化
に伴うデータ依存性は回避出来ていると考えた。

(2) 計算時間
表-1に１辺の分割数 N0に対する境界点数 Nと内部
点数 L、未知数としての速度３成分の数（N+L）*3を
示す。行列 Aの要素数は (3（N + L）)2 となることに注
意して、計算並列数に対する係数計算時間、１ステップ
当たりの DRM計算時間、必要なメモリのオーダーを
示す。行列要素数に対する計算時間は、N0の 6乗で増
加する。また、分割数 N0=30以上はメモリ不足で計算
が出来なかった。
　図１に u,v,w,pの未知数の数と計算時間の実績を示す。

表–2 Computational time

N0 (NN+L)*3

並
列
数

係数
計算
時間

DRM
計算
時間

必要
メモ
リ

hr hr GB
15 14175 1 3.6 0.17 2
15 14175 12 0.75 0.13 2
20 31200 1 108 1.6 8
20 31200 12 12 1.3 8
30 97200 12 NG NG 80

予想通り、係数計算に主として計算時間がかかってお
り、DRM計算ではその１割程度と比較的少なかった。

(3) 収束状況
図 2,3,4に iterationに対する速度 uの絶対値の計算領
域内の最大値を示す。この値が１となった場合、収束し
たと考えられる。計算は、振動しており、収束したよう
に見えるステップでの結果を表示した。分割数 N0=15
に対しては、consistencyが取れている case1について
は収束したように見える iterationは存在したが、case3
については収束した iterationは無かった。N0=20に対
しては case1についても収束した iterationは無かった。

(4) 流速分布
計算結果は従来検討 [6]と同様に xy側面、xz側面か
ら流速ベクトルを俯瞰するとともに、x=0での面の流
速分布を表示した。
　図 5は xy面、つまり駆動面を上面としたときのその側
面からの全流速ベクトルである。駆動面により、Cavity
内に循環流が発生しているように見える。
　図 6は xz面、つまり駆動面上面からの全流速ベクト
ルである。進行方向に若干外向きになっており、Ku[6]
と対応した結果となっている。
　図 7は x=0の中央断面での流速分布であり、Ku[6]よ
り低 Reの流速ベクトル分布となって緩和されているよ
うである。
　図 8は　 x=0,z=0での y軸に沿った流速 uの分布で
あり、Ku[6]の流速分布と比較した。今回の計算結果は
Ku[6]の値とは異なるが、Reが大きくなるに連れて流
速が鈍っていく傾向は、同傾向であった。

6. 考察
(1) 計算点数とメモリ制約
３ Dキャビティ流れに対して、一辺を N分割する場
合、差分計算では計算点数は N3 に比例する。
上記の定式化から、DRMで使用される要素数について
立方体内の流れ計算で使用する要素数を概算する。
表-2に３ Dでの BEMでの外表面の計算点数を NNと
すると、NN = 6N2であるが、DRMでは内部点として
外表面と同じ分割で内部点を設定すると、L = N3 とな
り、計算点は合計 NN + L = 6N2 + N3 となる。
３ D流体解析で DRMで流速 u,v,wの表面、内部点を
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図–1 未知数の数と計算時間

図–2 iterationに対する max(abs(u))の推移、N0=15,case1

図–3 iterationに対する max(abs(u))の推移、N0=15,case3

使用する場合、3(NN＋ L)個の未知数を元とする連立
１次方程式を解くために 3(NN + L) = 18N2 + 3N3次の
行列をの逆行列を求める必要があり、行列の要素数は
(3NN + 3L)2 = (18N2 + 3N3)2～9N6 となる。
N=20とすると、逆行列を解かない差分法では要素数は
104であるが、DRMの逆行列計算では 109で 8GBのメ
モリを使用することになり、1ノードの計算機での計算
の上限となることがわかる。
表-3に２ Dでの要素数と必要メモリを概算する。２ D
では分割数 N=140以上では、汎用のメモリでは計算が
困難になると予想した。
以上により、DRMで計算負荷を減らすためには、領域
分割等をする必要がある。
DRMを用いない BEM解析例としては [7]がある。こ
のケースでは要素数は約 5000であり、メモリ制限に達
していないが、要素数の２乗でメモリを使用するため、

図–4 iterationに対する max(abs(u))の推移、N0=20,case1

図–5 xy側面、N0=15， ν = 1 × 10−3

図–6 zx側面、N0=15， ν = 1 × 10−3

この場合も領域分割等が課題となると考えられる。
　スペクトル法を用いた従来検討 [6]では、1986年に
Re=1000に対し、31 × 31 × 16=15376格子点で 164並
列計算で 1ステップ 20秒で 25000ステップで収束して、
計算時間は約 140時間であった。この計算と比較は容
易ではないが、格子点数は今回の計算と同レベルであ
ると考えられえる。
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図–7 z=0断面、N0=15， ν = 1 × 10−3

図–8 x=0,z=0での u流速分布の Re依存性比較

表–3 Estimation of Matrix and Memory Size for 3D Cavity
flow

分割
数

外表面点
数

内部
点数

未知
数の
数

必要
メモ
リ

N NN = 6N2 L = N3 (NN+L)*3 GB
10 600 1000 4800 0.2
15 1350 3375 14175 2
20 2400 8000 31200 8
25 3750 15625 58125 30
100 60000 1 × 106 3 × 106 8 × 104

7. おわりに
大規模数値流体解析の課題である計算精度維持＆コ
ストの低減の両立に対応するため、計算点・格子数の
低減手法として境界要素法に着目し、BEMによる非圧
縮性粘性流れ解析の高精度化を目標とし、時間差分に
より時間微分の基本解を使わず、境界積分では基本解
を用い、特解を用いて領域積分を境界積分に変換する
方法を検討した。
3次元計算を行ったところ、DRMでは内部点として境
界点と同じ分割数を設定すると、要素数が分割数の６

表–4 Estimation of Matrix and Memory Size for 2D Cavity
flow

分割
数

外表面点
数

内部
点数

未知
数の
数

必要
メモ
リ

N NN = 4N L = N2 (NN+L)*2 GB
15 60 225 570 0.003
50 200 2500 5400 0.2
60 240 3600 7680 0.5

100 400 10000 20800 3
140 560 19600 2 × 109 10

乗で増加するため、分割数は 20程度が限界であること
がわかった。これに対応するには、行列を分割するこ
とが必要であるが、密行列の分割に関しては新たな知
見が必要である。
謝辞: 京都大学藤原宏志准教授には、並列計算に関し
て貴重な助言をいただいた。記して感謝を示す。
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