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Shallow water equations are widely used for river flooding, storm surge, tsunami, and other natural disaster 

simulations. In this context, a continuous Galerkin (CG) method with artificial viscosities and stabilizers has 

often been used to discretize the space. Although the CG method can produce robust simulations, the 

numerical solution cannot satisfy conservation laws of mass, momentum and flux on the finite element edges. 

Then, a discontinuous Galerkin (DG) method, which is effective and promising tools for the hyperbolic 

equations with discontinuities, has been expected for the next generation numerical simulation tool. In this 

study, the DG method is applied to the spatial discretization for the shallow water equations, and wetting-

drying algorithm and slope limiter are discussed for our purpose. The proposed method has been verified with 

two fundamental examples. In addition, we find that the proposed method provides better performance in its 

accuracy than that of CG method. 
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1． 緒言 

河川の氾濫や高潮などの数値解析には，浅水長波方程式

が広く用いられている．浅水長波方程式は双曲型の偏微分

方程式であり，不連続な解を有することによる数値不安定

性が生じるため，空間の離散化にCG（Continuous Galerkin）

法に基づく安定化有限要素法が多く用いられてきた．しか

し，CG法では，人工粘性による解のなまりや，質量保存な

どの保存則を厳密に満足できないなどの問題点がある．そ

こで，保存性を満足できる有限体積法の良さを持ち併せる

DG（Discontinuous Galerkin）法[1]が期待されている．DG法

は，浅水長波方程式などの不連続な解を有しやすい双曲型

方程式の解析に対して有効であり[2,3]，要素境界でのFlux

の収支を考慮して解析を行うため，局所的な保存性を満足

できるという性質を持つ．本研究では，浅水長波方程式の

高精度かつ高効率な数値解析手法の構築を目的とし，浅水

長波方程式の空間離散化にDG法を適用した．また，移動境

界手法を導入することで，水際線の移動を有する浅水長波

流れ解析を可能にした．数値解析例としてダムブレーク問

題と段波問題を取り上げ，厳密解およびCG法との数値解析

結果の比較により，DG法の有用性について検討を行った． 

 

2． 浅水長波方程式の解法 

(1) CG法による浅水長波方程式の解法 

a) 支配方程式 

支配方程式には，以下に示す浅水長波方程式を用いる． 

𝜕𝐔

𝜕𝑡
+ 𝐀𝑖

∂𝐔

𝜕𝑥𝑖
 − 𝐑 = 0 (1) 

ここで，𝐔は保存変数，𝐑はソース項であり，以下のように

定義される． 

𝐔 = [ℎ, 𝑢ℎ, 𝑣ℎ]T (2) 

𝐑 =

[
 
 
 
 

0

−𝑔ℎ
𝜕𝑧

𝜕𝑥

−𝑔ℎ
𝜕𝑧

𝜕𝑦]
 
 
 
 

(3) 

ここで，ℎは水深，𝑢，𝑣は𝑥，𝑦軸方向の断面平均流速，𝑔は

重力加速度であり，𝑧は基準面からの高さである（図-1）．

また，𝐀𝑖は移流項の係数であり，以下のように定義される． 

𝐀1 = [
0 1 0

𝑔ℎ − 𝑢2 2𝑢 0
−𝑢𝑣 𝑣 𝑢

] , 𝐀2 = [
0 0 1

−𝑢𝑣 𝑣 𝑢
𝑔ℎ − 𝑣2 0 2𝑣

] (4)  

 

 

図-1 座標系 
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b) CG法による空間方向の離散化 

従来の離散化手法である CG 法として，安定化有限要素

法による方法を示す．式(1)に対して，SUPG法に基づく安

定化有限要素法[4]を適用すると，以下の重み付き残差方程

式が得られる． 

∫ 𝐰 ⋅ (
𝜕𝐔

𝜕𝑡
+ 𝐀𝑖

∂𝐔

𝜕𝑥𝑖
 − 𝐑)dΩ

Ω

+∑∫ 𝜏(𝐀𝑗)
T
(
𝜕𝐰

𝜕𝑥𝑗
) ⋅

Ω𝑒

𝑛𝑒𝑙

𝑒=1

(
𝜕𝐔

𝜕𝑡
+ 𝐀𝑖

∂𝐔

𝜕𝑥𝑖
 − 𝐑)dΩ

+∑∫ 𝛿 (
𝜕𝐰

𝜕𝑥𝑖
) ⋅

Ω𝑒

𝑛𝑒𝑙

𝑒=1

(
𝜕𝐔

𝜕𝑥𝑖
) dΩ = 0 (5) 

 

 

ここで，左辺第1項は通常のGalerkin項，第2項は移流による

数値不安定性を回避する安定化項であるSUPG項，第3項は

不連続面での数値不安定を回避する衝撃捕捉項である．ま

た，𝐰は保存変数に関する重み関数，𝜏，𝛿は安定化パラメ

ータである． 

c) 時間方向の離散化 

式(5)をまとめると，以下のような有限要素方程式となる． 

(𝐌𝑔 +𝐌𝑠)𝐔̇ + (𝐀𝑔 + 𝐀𝑠 + 𝐀𝑠𝑐)𝐔 − (𝐂𝑔 + 𝐂𝑠)𝐑 = 0 (6)  

ここで，𝐌，𝐀，𝐂はそれぞれ質量行列，移流項の係数行列，

ソース項に関する行列であり，添え字𝑔，𝑠，𝑠𝑐はそれぞれ

Galerkin項，SUPG項，衝撃捕捉項を表している．なお，式

(6)に対して時間方向の離散化を行うにあたり，時間微分項

は次のように表される． 

𝐔̇ =
𝐔𝑛+1 − 𝐔𝑛

Δ𝑡
(7)  

また，保存変数𝐔に対してCrank-Nicolson法を適用し，式(6)

の第2項を陰的に取り扱うと，式(6)は以下のようになる． 

(𝐌𝑔 +𝐌𝑠)
𝐔𝑛+1 −𝐔𝑛

Δ𝑡
+ (𝐀𝑔 + 𝐀𝑠 + 𝐀𝑠𝑐)𝐔

𝑛+
1
2

−(𝐂𝑔 + 𝐂𝑠)𝐑 = 0 (8) 
 

ここで，𝐔𝑛+
1

2は以下のように表される． 

𝐔𝑛+
1
2 =

1

2
(𝐔𝑛+1 +𝐔𝑛) (9)  

また，保存変数以外の変数は，2次精度Adams-Bashforth法に

より陽的に近似し，線形化する．例えば，流速𝑢は次式のよ

うに近似される． 

𝑢 =
3

2
𝑢𝑛 −

1

2
𝑢𝑛−1 (10)  

(2) DG法による浅水長波方程式の解法 

a) 支配方程式 

支配方程式には，以下に示す保存型の浅水長波方程式を

用いる． 

𝜕𝐔

𝜕𝑡
+ ∇ ⋅ 𝐅(𝐔) − 𝐑 = 0 (11)  

ここで，𝐔は保存変数，𝐑はソース項であり，式(2)，(3)のよ

うに定義される．また𝐅(𝐔)は流束関数であり，以下のよう

に定義される． 

𝐅(𝐔) = [𝐅1(𝐔), 𝐅2(𝐔)]
T (12)  

𝐅1(𝐔) = [

𝑢ℎ

𝑢2ℎ +
1

2
𝑔ℎ2

𝑢𝑣ℎ

] , 𝐅2(𝐔) = [

𝑣ℎ
𝑢𝑣ℎ

𝑣2ℎ +
1

2
𝑔ℎ2

] 

ここで，ℎは水深，𝑢，𝑣は𝑥，𝑦軸方向の断面平均流速，𝑔は

重力加速度であり，𝑧は基準面からの高さである（図-1）． 

b) DG法による空間方向の離散化 

式(11)に対し，各内部要素の集合をΩ̃，その要素境界の

集合をΓintとし，空間方向の離散化として DG 法を適用す

る．重み付き残差法を適用し，左辺第 2項に Gaussの発散

定理を用いると，以下に示す弱形式が得られる． 

∫ 𝐖 ⋅
𝜕𝐔

𝜕𝑡
dΩ

Ω̃

−∫∇𝐖 ⋅ 𝐅(𝐔)
Ω̃

dΩ

+∫ 𝐖 ⋅ 𝐅̂(𝐔) ∙ 𝐧dΓ
Γint

+∫𝐖 ⋅ 𝐑dΩ
Ω̃

= 0 (13) 

 

ここで，𝐖は要素ごとに定義される不連続な重み関数，

𝐧 = [𝑛𝑥, 𝑛𝑦]
T
はΓの外向き単位法線ベクトルである．なお，

補間関数としては一次関数を用いる．式(13)の左辺第3項は

フラックス項であり，次節で説明を行う． 

c) 数値フラックス 

DG法では要素境界で物理フラックスを複数有するた

め，数値フラックスを用いて近似を行う．式(13)左辺第 3

項のフラックスと外向き単位法線ベクトルの内積を数値

フラックスに置き換え，本研究では，以下に示す Local 

Lax-Freidrich Flux[5]を用いる． 

 𝐅̂(𝐔) ∙ 𝐧 =
1

2
[𝐅(𝐔+) + 𝐅(𝐔−)] −

𝑎max

2
(𝐔+ − 𝐔−) (14)  

ここで，𝑎maxは次のように定義される． 

𝑎max = max(, |𝑢+𝑛𝑥 + 𝑣+𝑛𝑦 − 𝑐+|, ) (7)  

𝑎max = max(, |𝑢−𝑛𝑥 + 𝑣−𝑛𝑦 − 𝑐−|, ) (7)  

𝑎max = max(, |𝑢+𝑛𝑥 + 𝑣+𝑛𝑦 + 𝑐+|, ) (7)  

𝑎max = max(, |𝑢−𝑛𝑥 + 𝑣−𝑛𝑦 + 𝑐−|, ) (15)  

𝑐+ = √𝑔ℎ+, 𝑐− = √𝑔ℎ− 

また，𝐔+，𝐔−は，要素境界における値であり，要素境界で

あらかじめ設定された法線ベクトルの方向の値を𝐔+とし，

もう一方の値を𝐔−と定義する． 

d) 時間方向の離散化 

式(13)をまとめると，以下に示す有限要素方程式となる． 

𝐌𝐔̇ = 𝐀𝑓𝐅 + 𝐂𝐑 − 𝐁𝐅̂ (16)  
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ここで，𝐌，𝐀𝑓，𝐂，𝐁はそれぞれ質量行列，フラックス𝐅

項の係数行列，ソース項に関する行列，数値フラックス𝐅̂項

の係数行列である．式(16)の右辺に質量行列の逆行列をか

けて整理したものを𝐋(𝐔)とすると，以下のような時間に関

する常微分方程式として表される． 

𝑑𝐔

𝑑𝑡
= 𝐋(𝐔) (17)  

上式に対して，3次精度陽的Runge-Kutta法[6]を適用すると，

以下のように離散化できる． 

𝐔(1) = 𝐔𝑛 + Δ𝑡𝐋(𝐔𝑛) (18)  

𝐔(2) =
3

4
𝐔𝑛 +

1

4
{𝐔(1) + Δ𝑡𝐋(𝐔(1))} (19)  

𝐔𝑛+1 =
1

3
𝐔𝑛 +

2

3
{𝐔(2) + Δ𝑡𝐋(𝐔(2))} (20)  

e) Slope Limiter処理 

 段波問題のような不連続な解を有する問題を解く際，不

連続面においてオーバーシュートやアンダーシュートが

生じる可能性がある．本研究では，このような数値不安定

性を回避するため，要素ごとの分布関数の傾きを制御する

Slope Limiter処理を導入し，その中でも，1次関数要素に対

するシンプルなSlope Limiter[7]を適用する． 

(3) 移動境界手法[8] 

陸域での洪水氾濫を解く場合，移動する水際境界を考慮

する必要がある．本研究では，あらかじめ広域にわたりメ

ッシュ分割を行い，その中で水深の有無を判定しながら水

流域を決めていく手法を用いる．本手法では，設定した微

小水深と，浅水長波方程式を解き，得られた水深の大きさ

から陸水判定を行う．本研究での移動境界手法は以下の手

続きを行うことによってなされる．全ての三角形要素につ

いて， 

1)ℎ1 < 𝜖ℎかつ，ℎ2 < 𝜖ℎかつ，ℎ3 < 𝜖ℎである場合，各節点で

の流速は，各節点の流量を𝜖ℎで除すことにより求める．こ

こで，𝜖ℎは微小水深であり，極めて小さい水深の発生によ

る計算の不安定性を回避するためのものである． 

2)水際の要素のついては，無抵抗となる境界条件を与える．

例えば，図-2左側に示される状態の要素が水際の要素とな

り，n時間ステップにおいて，節点 2 と節点 3 は水深を持

つが，節点 1は水深が𝜖ℎ以下であり，節点 1に与える境界

条件が問題となる．この場合，単純に流速 0 として計算を

行えば，それを取り込むことによって次の n+1ステップで

の解の流速は減少する．これを回避するため，水際要素の

流速については以下に示す境界条件を与える． 

𝑢𝑖
𝑛 =

𝑢𝑗
𝑛 + 𝑢𝑘

𝑛

2
 

(ℎ𝑖 < 𝜖ℎかつℎ𝑗 > 𝜖ℎかつℎ𝑘 > 𝜖ℎ) (21) 

𝑢𝑖
𝑛 = 𝑢𝑗

𝑛 = 𝑢𝑘
𝑛 (ℎ𝑖 < 𝜖ℎかつℎ𝑗 > 𝜖ℎかつℎ𝑘 > 𝜖ℎ) (22) 

ここで，𝑖，𝑗，𝑘は三角形要素における節点番号である．こ

れにより，単純に流速 0として計算を行う場合と比較して，

水際要素における流速の減衰を抑え，自然な結果を得るこ

とができる． 

 

 

図-2 移動境界手法の概念図 

 

3． ダムブレーク問題での検証 

(1) 解析モデル 

解析モデルを図-3に示す．𝑥，𝑦方向分割幅はそれぞれ

0.1[m]，0.5[m]とし，時間増分は1.0×10-4 [s]とした．また，

DG法の微小水深は2.0×10-4 [m]，CG法の微小水深は5.0×

10-3 [m]とした． 

 

 

図-3 解析モデル（ダムブレーク問題） 

 

(2) 解析結果 

2秒後の水面形状，流速分布をそれぞれ図-4，図-5に示す．

水面形状においては，CG法と比較して，DG法の方が厳密

解と良い一致を示している．特に，波の先端部に着目する

と，CG法では微小水深を十分小さい値に設定することがで

きず，波の先端が切り立つ結果となったが，DG法では微小

水深をCG法よりも小さい値に設定することができ，自然な

形状を得ることができた． 

流速分布においても，DG法の方が厳密解と良い一致を

示している．CG法では水が𝑥 = 3m付近までしか到達しな

いため，それより先の流速を0と評価してしまう．また，要

素間での不連続を許容しないため，不連続な流速分布には

ならず，流速が0になる点が近づくにつれ，厳密解から離れ

る形状となった．一方，DG法では水面形状が厳密解に近く，

水の到達域をCG法よりも正しく評価できるため，流速分布

も正しく評価できている．また，要素間での不連続を許容

するというDG法の特性から，流速分布の不連続な部分も

再現できている． 

𝑢3
𝑛

𝑢2
𝑛

ℎ3
𝑛

ℎ2
𝑛+1

𝑢1(   )
𝑛

𝑢3
𝑛+1

𝑢1
𝑛+1

𝑢2
𝑛+1

ℎ3
𝑛+1

(𝑡 = 𝑛) (𝑡 = 𝑛 + 1)

ℎ2
𝑛

ℎ1
𝑛+1 ℎ

ℎ1
𝑛

𝑦

𝑥

𝑧

1.0

4.0 6.0

0.2

[m]
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図-4 2 秒後の水面形状 

 

 

図-5 2秒後の流速分布 

 

4． 段波問題での検証 

(1) 解析モデル 

解析モデルを図-6に示す．𝑥，𝑦方向分割幅はそれぞれ

0.1[m]，0.5[m]とし，時間増分は1.0×10-4 [s]とした． 

 

 

図-6 解析モデル（段波問題） 

(2) 解析結果 

1秒後の水面形状，流速分布をそれぞれ図-7，図-8に示す．

水面形状においては，DG法では不連続面である𝑥 = 3m付

近でオーバーシュート，アンダーシュートが発生するもの

の，𝑥 = −3m～−1m付近の勾配があるような水面において

は，CG法と比較して，厳密解に近い結果となった．流速分

布においては，DG法では水面形状と同様，不連続面付近で

のオーバーシュート，アンダーシュートが発生するものの，

勾配があるような水面においては，CG法と比較して，厳密

解に近い結果となった．また，CG法では，解がなまりやす

いことから，流速を過小評価してしまう傾向にある． 

DG法での解析結果では不連続面でのオーバーシュート，

アンダーシュートが生じたことから，Slope Limiter処理を

導入し，振動抑制を試みた．1秒後の水面形状，流速分布を

それぞれ図-9，図-10に示す．水面形状においては，Slope 

Limiter処理を行うことにより，不連続面においてオーバー

シュート，アンダーシュートが抑えられているものの，解

がなまり，新たに数値振動が発生していることがわかる．   

流速分布においても，Slope Limiter処理を行うことによ

り，不連続面においてオーバーシュート，アンダーシュー

トが抑えられているものの，解がなまり，新たに数値振動

が発生していることがわかる． 

 

 
図-7 1 秒後の水面形状 

 

 
図-8 1 秒後の流速分布 
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図-9 1秒後の水面形状 

 

 

図-10 1秒後の流速分布 

 

5． 結言 

本研究では，浅水長波方程式の高精度かつ高効率な数値

解析手法の構築として，空間方向の離散化にDG法を用い

ることを提案した．さらに，ダムブレーク問題，段波問題

での検証を行い，厳密解および従来のCG法との数値解析結

果の比較を行った．それにより浅水長波流れ解析において

DG法が有効であることが確認できた．今後の方針として，

不連続面での数値振動抑制のために最適なLimiter処理を

導入し，さらにはDG法の利点である局所的な高精度化（直

交基底高次補間要素）を適用することでより高速かつ高精

度なソルバーへと発展させる予定である． 

 

謝辞: 本研究はJSPS科研費JP 20H02418の助成を受けたも
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